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:החילופים' הוכחה דרך מס
י מציאת רצף ההחלפות בין "היא ע ראינו שדרך אחת לבניית שרשרת החילופים השקולה לתמורה 

)1()2...()(: לסדר הנדרש בתמורה  n . . .  2  1 -זוגות המעביר אותנו מ n .מ לבנות את "ע
1 בעקבותיו ,החילופים לא ישתנה' הרי שנעבור בדיוק את אותן החלפות אך בסדר הפוך ולכן מס

  זוגיות התמורה ולכן גם סימן התמורה ישמר



  2אלגברה לינארית 

  2תרגיל 

   :1שאלה 

  :חשב את הדטרמיננטות של המטריצות הבאות

3מטריצת סיבוב  .א  3ℤ כללית מעל ×3

a b c

c a b

b c a

 
 
 
 
 

a-והוכח ששווה ל,  b c+ +.  

Aהמטריצה   .ב Iλ− כאשר

1 4 3

3 2 2

0 0 1

A

− − 
 

= − 
 
 

והוכח שהיא מאפסת את , ℝמעל 

3כאשר מציבים , הפולינום המתקבל 3Iα ×∈ℝ במקום סקלר α. 

   :2שאלה 

)חשב שטח משולש במישור שקודקודיו הם   .א )0 0,0=
�

,  

( ) ( )1 1 1 2 2 2, , ,v x y v x y= = .  

 -הוכח שהוא שווה ל
1 1

2 2

1
det

2

x y

x y

 
 
 

 והניח,  לשם הפשטות.

1כי  2,v v2וכן ,  שניהם ברביע הראשון 1x x< 1 וגם 2y y<. 

  .הכלל את התוצאה שקיבלת למשולש כלשהו במישור  .ב

לומר בהינתן משולש כלשהו במישור שקודקודיו הם כ

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , ,v x y v x y v x y= =   : הוכח כי שטחו שווה ל=

1 1
2 1 2 1

2 2
3 1 3 1

3 3

1
1 1

det det 1
2 2

1

x y
x x y y

x y
x x y y

x y

 
− −   

=   − −   
 

.  

 .1vבצע הזזה של המישור ביחס לקודקוד : רמז

  :3שאלה 

הוכח כי   .א
0

det
T

T

A
A C

B C

 
= ⋅ 

 
,כאשר ,  ,n n m n m mA B C× × ×∈ ∈ ∈F F F.  
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det: הוכח או הפרך  .ב
A B

A D B C
C D

 
= ⋅ − ⋅ 

 
. 

חשב את הדטרמיננטה של המטריצה   .ג

12 0 8 34 5

3 0 1 13 2

18 2 26 0 10

0 0 0 7 4

0 0 0 5 3

− − 
 

− − 
 
 
 
 
 

.  

detבהרצאה הוכחתם : תזכורת
0

A B
A C

C
= ⋅

 
 
 

. 

  :4שאלה 

)הוכח שאם , זוגי- איnיהא  ) 2char ≠Fה של כל מטריצה  דטרמיננטn nA ×
∈Fסימטרית - אנטי

)TA A=   .0- שווה ל)−

  

  :5שאלה 

3 נגדיר

0 1

0 1 0

1 0

A

λ

λ

λ

− 
 

= − 
 − 

 ,4

0 0 1

0 1 0

0 1 0

1 0 0

A

λ

λ

λ

λ

− 
 

− =
 −
 

− 

  .nAובאופן דומה נגדיר את , 

3חשב את הדטרמיננטות של   .א 4,A A.  

 .2nAחשב את הדטרמיננטה של   .ב

2חשב את הדטרמיננטה של   .ג 1nA  . שעבורם היא הפיכהλוהסק מהם ערכי , −

  

  !בהצלחה

 



 2אלגברה לינארית 

   פתרון-  2תרגיל 

   :1שאלה 

  :חשב את הדטרמיננטות של המטריצות הבאות

3מטריצת סיבוב  .א  3ℤ מעל  כללית×3

a b c

c a b

b c a

 
 
 
 
 

a-והוכח ששווה ל,  b c+ +.  

) נחשב :פתרון )3 3 3 3 3 3det 3

a b c

c a b a b c abc bca cab a b c abc

b c a

 
 

= + + − + + = + + − ⋅ 
 
 

  

 נקבל 3ℤמעל 
3 3 3a b c+ a ולפי משפט פרמה הקטן + b c+ +.  

Aהמטריצה   .ב Iλ− כאשר

1 4 3

3 2 2

0 0 1

A

− − 
 

= − 
 
 

כאשר מציבים , המתקבל והוכח שהיא מאפסת את הפולינום, ℝמעל 

3 3Iα ×
∈ℝ במקום סקלר α. 

  נפתח לפי השורה השלישית לקבל  :פתרון

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2

1 4 3

3 2 2

0 0 1

1 1 2 4 3 1 10

A I

λ

λ λ

λ

λ λ λ λ λ λ

− − −

− = − −

−

= − − − − − − ⋅ = − + +  

.  

 בפולינום שהתקבל Aכעת נציב את 

( )( )

2 2

2 3 3

11 4 14 0 0 17 0 4 3

3 8 11 10 0 0 9 , 3 3 2

0 0 1 0 0 12 0 0 0

1 10 0

A A A I I A

A A A I ×

− − −     
     

= − − − ⇒ + + ⋅ = − − = − −     
     
     

⇒ − + + = ∈ℝ

  ל"שמ 

  :2שאלה 

) חשב שטח משולש במישור שקודקודיו הם  .א )0 0,0=
�

,  

( ) ( )1 1 1 2 2 2, , ,v x y v x y= = .  

 -הוכח שהוא שווה ל
1 1

2 2

1
det

2

x y

x y

 
 
 

. 
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  :רוןפת

 

( )( ) ( )

( )

1 2 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 1 2 2 1

1 1
1 2 2 1

2 2

1 1

2 2

1 1
det

2 2

S x y x x y y x y x y x y x y x y

x y
x y x y

x y

= − − − + + = − +  

 
= − =  

 

△

 ל"שמ 

  .הכלל את התוצאה שקיבלת למשולש כלשהו במישור  .ב

)הם כלומר בהינתן משולש כלשהו במישור שקודקודיו  ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , ,v x y v x y v x y= =  הוכח כי שטחו =

  :שווה ל

1 1
2 1 2 1

2 2
3 1 3 1

3 3

1
1 1

det det 1
2 2

1

x y
x x y y

x y
x x y y

x y

 
− −   

=   − −   
 

. 

)נבצע הזזה של המישור ב  :פתרון )1v−לקבלת המשולש : 

( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 1 3 3 1 3 10,0 , , , ,v v x x y y v x x y y′ ′ ′= = − − = −    נטען כי )א(לפי סעיף עתה . −

2 1 2 1

3 1 3 1

1
det

2

x x y y
S

x x y y

− − 
=  

− − 
△  

) :את אגף ימיןנפשט  ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

1 1

2 2 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2

3 3

2 3 1 1 3 3 2 1 1 2 1 1 1 1

2 3 1 1 3 1 3 2 1 1 2 1

2 1 2 1
2 1 3 1 3 1 2 1

3 1 3 1

1

det 1

1

det

x y

x y x y x y x y x y x y

x y

x y y x y x y y x y x y x y

x y y x y y x y y x y y

x x y y
x x y y x x y y

x x y y

 
 

= + + − − − 
 
 

= − − − − + + −

= − − − − − + −

− − 
= − − − − − =  

− − 

   

  ל"שמ .לכן נקבל את הדרוש

 :3שאלה 

הוכח כי   .א
0

det
T

T

A
A C

B C

 
= ⋅ 

 
,כאשר ,  ,n n m n m mA B C× × ×∈ ∈ ∈F F F. 

   :פתרון

TA כי במסקנה מההרצאהנזכר  A=ונעזר בתזכורת : 

0 0
det det det

0

TT T T

T T

A A A B
A C

B C B C C

     
= = = ⋅     

     
  ל"שמ .

det: הוכח או הפרך  .ב
A B

A D B C
C D

 
= ⋅ − ⋅ 

 
. 



   :פתרון
  .נפריך על ידי דוגמא נגדית

 ינההית 
0 1

,
1 0

A D I B C
− 

= = = =  
 

  אזי, 

( ) ( ) ( )
1 2

1 2

1 0 0 1
1 1 0 0 0 1

0 1 1 0
det det 1 1 0 1 1 0

0 1 1 0
0 0 1 1 1 0

1 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 4

I I

I I

A B

C D

− 
−    

      = = − −      −     −     
 

= ⋅ − ⋅ − − − ⋅ − ⋅ − =      

������� �������

������� ���������

  

1 שנימצד ו 1 1 1 0 4A D B C⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ = ≠.  

חשב את הדטרמיננטה של המטריצה   .ג

12 0 8 34 5

3 0 1 13 2

18 2 26 0 10

0 0 0 7 4

0 0 0 5 3

− − 
 

− − 
 
 
 
 
 

 

   :פתרון

, נעזר בתזכורת

12 0 8 34 5

12 0 83 0 1 13 2
7 4

det 3 0 118 2 26 0 10
5 3

18 2 260 0 0 7 4

0 0 0 5 3

− − 
 

−− − 
  = − ⋅
 
 
 
 

   :2ונפתח לפי עמודה  

( ) ( ) ( )

12 0 8
7 4

3 0 1 2 12 1 8 3 24, 7 3 4 5 1
5 3

18 2 26

−

− = − ⋅ − − − ⋅ = − = ⋅ − ⋅ =    

( ) ( )det 24 1 24= − ⋅ = − ⇐i.  

 

 :4שאלה 

)הוכח שאם  ,זוגי-אי nיהא  ) 2char ≠F דטרמיננטה של כל מטריצה 
n nA ×

∈Fסימטרית - אנטי)
TA A=   .0- שווה ל)−

  :הוכחה

TAבהרצאה ראינו כי  A=,  הנתון ולפיTA A− Aכן על . = A= כזכור . −

( ) ( )det detnA Aα α= , כלומר( )1
n

A A A= − = − A ולכן זוגי-אי nכי נתון . ⋅ A= −.  

)בנתון נעזר  ) 2char ≠F 0 כדי להסיקA   ל"שמ .=



  :5שאלה 

3נגדיר 

0 1

0 1 0

1 0

A

λ

λ

λ

− 
 

= − 
 − 

 ,4

0 0 1

0 1 0

0 1 0

1 0 0

A

λ

λ

λ

λ

− 
 

− =
 −
 

− 

 ובאופן דומה נגדיר, 

0 1

1 0
nA Iλ

− 
 

= −  
 − 

⋰.  

3חשב את הדטרמיננטות של   .א 4,A A. 

  :פתרון

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 2
3

4 24 2 4 2
4

det 1 1 1 1 1

det 1 1 1 1 2 1

A

A

λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ

= − − − − − = − − +

= + − − − − − − = − +
  

 .2nAחשב את הדטרמיננטה של   .ב
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בנוסף היא זו עבודה חנוכה. שאחרי ג' יום עד להגיש יש העבודה את בו. המובאות השאלות על וענה הבא, החומר את קרא

הרגילים. הבית לתרגילי

מטריצות של ישר סכום 1

לכתוב שניתן הריבועית המטריצה היא A⊕B סדר). מאותו דווקא (לאו שדה אותו מעל ריבועיות מטריצות A,B יהיו הגדרה:

.

(
A O

O B

)
כך: הבלוקים בכתיב

נקבל סדר), מאותו דווקא (לאו שדה אותו מעל A1, A2, . . . , Ak ריבועיות מטריצות עבור

.A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕Ak :=


A1 O · · · O

O A2
. . .

...
...

. . . . . . O

O · · · O Ak



סדר): מאותו הן לזו זו המחוברות/נכפלות שהמטריצות (בהנתן הבאות בעובדות עצמך את שכנע להגדרה, להתרגל כדי

.(A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕Ak) + (B1 ⊕B2 ⊕ · · · ⊕Bk) = (A1 +B1)⊕ (A2 +B2)⊕ · · · ⊕ (Ak +Bk) .1

.α (A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕Ak) = αA1 ⊕ αA2 ⊕ · · · ⊕ αAk .2

.(A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕Ak) (B1 ⊕B2 ⊕ · · · ⊕Bk) = A1B1 ⊕A2B2 ⊕ · · · ⊕AkBk .3

.(A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕Ak)m = Am
1 ⊕Am

2 ⊕ · · · ⊕Am
k .4

.f (A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕Ak) = f (A1)⊕ f (A2)⊕ · · · ⊕ f (Ak) ,f(x) ∈ F[x] לכל .5

.(A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕Ak)−1 = A−1
1 ⊕A−1

2 ⊕ · · · ⊕A−1
k אז הפיכה, Ai כל אם .6

ישירות): או k על (באינדוקציה הוכח .1 תרגיל

.|A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕Ak| = |A1| · |A2| · . . . · |Ak| א.
הם: A של והמינימלי האופייני הפולינום .A = A1 ⊕A2 ⊕ · · · ⊕Ak תהי ב.

pA(x) = pA1(x) · pA2(x) · . . . · pAk
(x)

mA(x) = lcm (mA1(x),mA2(x), . . . ,mAk
(x))

1



תת־מרחבים של ישר סכום 2

אחד כל אם ישר הוא W = U1 + U2 + · · · + Uk הסכום תת־מרחבים. U1, . . . , Uk ⊆ V וקטורי, מרחב V יהיו הגדרה:

,i = 1, . . . , k − 1 שלכל דורשים ואנו ,W = ((U1 + U2) + U3) + · · · + Uk פורמלית, ישר. הוא בו המופיעים מהסכומים

הסכום

(U1 + · · ·+ Ui) + Ui+1

שקול: באופן או ישר, הוא

. (U1 + · · ·+ Ui) ∩ Ui+1 =
{
~0
}

ישר. לסכום W של פירוק שזה ואומרים W = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Uk כותבים כזה, במקרה

ישר. הוא R3 = {(x, 0, 0)x ∈ R}+ {(0, y, 0) y ∈ R}+ {(0, 0, z) z ∈ R} הסכום דוגמא:

שונים, i, j לכל (כלומר בזוגות זרות B1, B2, . . . , Bk שהקבוצות כך ,V של בסיס B = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bk אם כללי, באופן

ישר. סכום V = spanB1 ⊕ spanB2 ⊕ · · · ⊕ spanBk אז ,(Bi ∩Bj = ∅

הנ"ל. ההגדרה של פרטי מקרה הוא א', בסמסטר שהגדרנו כמו תת־מרחבים, שני של ישר שסכום לב נשים

ישר, הוא U1 +U2, U2 +U3, U1 +U3 מהסכומים אחד שכל כך U1, U2, U3 ⊆ V ותת־מרחבים V וקטורי מרחב מצא .2 תרגיל

(.V = R2 קח (רמז: ישר. אינו U1 + U2 + U3 הסכום אבל

הוכח: .W = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Uk יהי .3 תרגיל

.(U1 + · · ·+ Ui−1 + Ui+1 + · · ·+ Uk) ∩ Ui =
{
~0
}

מתקיים i = 1, . . . , k לכל א.

.W = Uσ(1) ⊕ Uσ(2) ⊕ · · · ⊕ Uσ(k) ,σ ∈ Sk לכל ב.

.i = 1, . . . , k לכל ui ∈ Ui ש כך w = u1 + · · ·+ uk כסכום יחידה הצגה יש w ∈W לכל ג.

ישר. הוא שהסכום גוררת 3 תרגיל בסעיפי המובאות מהתכונות אחת כל כלומר נכון, ההיפך שגם לראות קל הערה:

ש הוכח .B = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk נסמן .Ui של בסיס Bi יהי i = 1, . . . , k ולכל ,V = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Uk יהיו .4 תרגיל

.V של בסיס B

ביניהם קשרים 3

בדידה: ממתמטיקה ההגדרה את נזכור תת־מרחב. U ⊆ V אופרטור, T : V → V יהיו הגדרה:

T [U ] := {T (u) : u ∈ U}

.T [U ] = im(T |U ) אחרות, במלים

.T (u) ∈ U מתקיים u ∈ U לכל כלומר, .T [U ] ⊆ U אם T תחת אינוריאנטי U ש נאמר

.T |U : U → U כלומר אופרטור, הוא U ל T של הצמצום אז ,T תחת אינוריאנטי U אם

.T תחת אינוריאנטים מרחבים של ישר לסכום V של פירוק V = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Uk ו אופרטור, T : V → V יהיו .5 תרגיל

ישיר): באופן או k על (באינדוקציה הוכח

.ker(T ) = ker (T |U1)⊕ ker (T |U2)⊕ · · · ⊕ ker (T |Uk
) א.

.im(T ) = im (T |U1)⊕ im (T |U2)⊕ · · · ⊕ im (T |Uk
) ב.

,T תחת אינוריאנטים מרחבים של ישר לסכום V של פירוק V = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Uk אופרטור, T : V → V יהיו .6 תרגיל

ישיר): באופן או k על (באינדוקציה הוכח .B = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk נסמן .Ui של בסיס Bi יהי ,i = 1, . . . , k ולכל

.[T ]B = [T |U1 ]B1
⊕ [T |U2 ]B2

⊕ · · · ⊕ [T |Uk
]Bk

=


[T |U1 ]B1

O · · · O

O [T |U2 ]B2

. . .
...

...
. . . . . . O

O · · · O [T |Uk
]Bk


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אופרטורים של ישר סכום רשות: סעיף 4

לכל הבאה: בצורה T : V → V נגדיר אופרטור. Ti : Ui → Ui יהי i = 1, . . . , k ולכל ,V = U1 ⊕U2 ⊕ · · · ⊕Uk יהי הגדרה:

נגדיר .i = 1, . . . , k לכל ui ∈ Ui ש כך v = u1 + u2 + · · ·+ uk יחידה הצגה יש ,v ∈ V

.T (v) := T1(u1) + T2(u2) + · · ·+ Tk(uk)

.T1 ⊕ T2 ⊕ · · · ⊕ Tk תסומן T הזו הפונקציה

הוכח: לעיל, שהוכח מה כל ובעזרת הנ"ל, בסימונים .7 תרגיל

אופרטור. T1 ⊕ T2 ⊕ · · · ⊕ Tk א.

.im (T1 ⊕ T2 ⊕ · · · ⊕ Tk) = im (T1)⊕ im (T2)⊕ · · · ⊕ im (Tk) ב.

.ker (T1 ⊕ T2 ⊕ · · · ⊕ Tk) = ker (T1)⊕ ker (T2)⊕ · · · ⊕ ker (Tk) ג.

.T תחת אינוריאנטים מרחבים של ישר לסכום V של פירוק V = U1 ⊕ U2 ⊕ · · · ⊕ Uk אופרטור, T : V → V היו .8 תרגיל

.Ti = T |Ui נסמן

.T = T1 ⊕ T2 ⊕ · · · ⊕ Tk הוכח: א.

הוכח: .B = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk נסמן .Ui של בסיס Bi יהי ,i = 1, . . . , k לכל ב.

.[T ]B = [T1]B1
⊕ [T2]B2

⊕ · · · ⊕ [Tk]Bk
=


[T1]B1

O · · · O

O [T2]B2

. . .
...

...
. . . . . . O

O · · · O [Tk]Bk


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