Matemética

M21 — Geometria Analitica;: Conicas

P Ly

1 (FGV-SP) Determine a equagdo da elipse de centro na origem que passa pelos pontos A(2, 0), B(—2, 0)

2
eCl0,1). X4y =1

Resolucao:
2 2
O centro da elipse coincide com a origem do plano cartesiano, e a equacao € dada por A: X—Z + % = 1.
a
A2 0)eB(-2,00EL = 2 + % —1=a=2
a
0 1 _ _
C(O,I)EK:>—2+?—1:>b—l (II)
a
X2 yZ
De (I) e (IT), vem: i + T = 1.
2 (PUC-MG) A equacdo 16x* + 9y* — 144 = 0 representa uma elipse, cujo comprimento do eixo maior é:
a) 2 c) 4 8
b) 3 d) 6

Resolucdo:
Dividindo os termos da equagao por 144 temos:
16x* | 9y° _ 144 XX,y

144 144 144 9 16
Portanto,a = 4e2a = 8.

3 (UNI-RIO) A drea do triangulo PF,F
2

2

X LY _—1¢6i .
55 + 9 1, é igual a:
a) 8 c) 20
b) 16 32

Resolucao:

2 2
F, e F, sdo focos da elipse ;—5 + % =1eP2, —38).

De acordo com a equacdo dada, temos:a = 5;b = 3.

Daj,vem:c* =a* - b* =25 -9 = c* =16 =
= c = 4.
Os focos da elipse sdo F,(—4, 0) e F,(4, 0).

em que P(2, —8) e F, e F, sdo os focos da elipse de equacao

e) 64

Seja 0 APFE,.
{base = FF, = 2c = 8
altura = 8

Area do triangulo PRF,; S = % — |32



2

2
4  (Vunesp-SP) Considere a elipse de equagio ;—5 + % =1.
a) Mostre que o ponto P(B, %) pertence a elipse e calcule a distancia de P ao eixo das abscissas. %
b) Determine os vértices Q e R da elipse que pertencem ao eixo das abscissas e calcule a area do tridngulo
PQR, em que P(3, %) Q(5, 0), R(—5, 0) e 12
Resolucado:
1]
12) T .3 5/ _ 9 144 _ 9 16 _ 25 _
2 2+ == + =2 + - =2 =1,
a) O ponto P(3, 5 pertence a elipse, pois 55 9 25 55 .9 25 95 55 1
A distincia d do ponto P(S, %) ao eixo das abscissas é %

x*

2
5% + % = 1 tem o seguinte grafico, onde estdo

b) De acordo com o enunciado, a elipse de equacao

indicados os pontos P, Q e R:

3
Pla. 2| Os pontos Q e R, de acordo com o gréfico, tém
? coordenadas Q(5, 0) e R(—5, 0).
R @ A 4rea do triangulo PQR é:
-5 C 5 x 12
g, - R d_ 5 _ 19
— APQR 9 D)

1 N4

5 A é6rbita da Terra é uma elipse, estando o Sol num dos focos. O eixo maior mede, aproximadamente,

y

3 - 108 km e a excentricidade é L. Calcule a maior e a menor distancia da Terra ao Sol.

60 1,525 - 10° km e 1,475 - 10° km
Resolucao:
Eixo maior: 3 - 10°km = 2a =3 -10°* = a = 1,5 - 10°
-1 _c 1 _ ¢ — 95 .10°
€= T ¢ T 2= 50 1’5.108:(‘, 2,5-10
A(-1,5 - 10% 0) A5 - 10% 0)
F(-2,5 - 10%0) F,2,5 - 10% 0)

Supondo que o Sol esteja em F,, vamos calcular A, F, e A,, F,.
dA,F) = J=1,5 -10° — 25 - 10% = 1,525 - 10° km
d@A, F) = J1,5 - 10° — 2,5 - 10°° = 1,475 - 10° km




(UFJF-MG) Determine os valores de 6 € [0, 1] para os quais o ponto P de coordenadas

2 2
(2 - cos 26, 3 - sen 0) pertenca a elipse de equacao XI + y? =1 {0, %, %, n}
Resolucao:
Substituindo as coordenadas na equacdo dada, temos:
2 - cos 20) 3 - sen 0)° 4 - cos® 26 9 - sen” @
+ = + =
4 3 1= 3 !

7

2.20 4+ 3 -sen0 =1 = (cos’0 — sen’0)* + 3 - sen’H =1 =
— (1 —2-sen’0)* + 3 - sen’0 =1
4-sen"® — sen’0 = 0 = sen®0(4 - sen’6 — 1) = 0
Dai:sen’® = 0 = sen® =0 .. 6 = Oradou® = mrad

1 ki ST

. 20 _ 1 — 249 - 1 _ 1 4 =
4 -sen“0 —1=0= sen“0 4:>sene 2..6 6radou@ 61rad
sen 6 = —% 50 &[0,
Portanto, os valores de 0 sao: 0, %, 5% e

2
(Fuvest-SP) A elipse x> + X = 9

5 n earetay = 2x + 1, do plano cartesiano, se interceptam nos

pontos A e B. Pode-se, pois, afirmar que o ponto médio do segmento AB é:

2

2 (53] I (5 -3 o [~53)

b)(

2

3 >

_T (_l l)
3) 3’3
Resolucao:

Os pontos de interseccio da elipse e da reta sao obtidos resolvendo-se o sistema formado pelas suas
2

2+Y_9

equacdes. Assim, devemos ter: X 2 4
y=2x +1

2
@x +1) _ g,ouseja, 12x* + 8& — 7 = 0.

~ ) +
Entao, x 5 A

N[~

Sex, = —,entdoy, = 2 - ( +1..y =2

Sex, = ——,entdoy, =



Em questoes como a 8, a resposta é dada pela soma dos niimeros que identificam as alternativas corretas.
2 2

8 (UFMS) Sejam a, b e ¢ nimeros reais tais que a # 0 e b # 0. Com relagio a equagio X—Z + y_2 = c?
a
e sua representacao geométrica num sistema cartesiano ortogonal de eixos XOY, é correto afirmar que:
) se a = b, entdo a equacdo dada € a equacao de uma circunferéncia para qualquer valor ndo-nulo de c.
) sea # bec # 0, entdo a equacdo dada € a equacao de uma elipse.
(04) sec = 0, entao a equacao dada é a equagao de uma parabola.

) se a equacao dada for a equagdo de uma circunferéncia, entdo o centro desta sera sempre o ponto (0, 0) do
sistema XOY.

(16) é possivel, dependendo dos valores de a, b e ¢, que a equacao dada seja a equacao de uma hipérbole.

(32) se a equacdo dada for a equacao de uma elipse, € possivel que essa elipse tenha centro no ponto (a, b) do
sistema XOY. 1 +2 +8 =11

Resolugdo:
(01) Correta.

Considerando a’c* = r?, temos a equacdo de uma circunferéncia: x* + y* = r%

(02) Correta.

a#bec#0
X2+L2_2 X2+Y2 =1 4 ~dt X72+y2_1 27&2
. el c = 2 2t , que é uma equacao do tipo < 7 ,comp q-.
Supondo |a| # |b|, temos uma elipse.
(04) Falsa.
c=20
X Y :
=+ 5 =0=Dbx +a%y’ =0

a b?
Comoa # 0eb # 0, aequacdo fica satisfeita apenas parax = 0 ey = 0, ou seja, representa o
ponto O(0, 0).
(08) Correta.
Sea = b, temos x* + y* = r?, que é a equagdo de uma circunferéncia com centro em O(0, 0).
(16) Falsa.
Nao é possivel.
a#0b#0ec =0 — pontoO(0, 0)
a#0,b#0ec #0 — elipse

(32) Falsa.

Nao € possivel, pois a equacao nao é do tipo =1,jaquea # 0eb # 0.

Sdo corretas as afirmativas 1, 2 e 8, somando 11.



9 (MACK-SP) Os pontos do plano que satisfazem a equagio 5x2 + 3y? = 15 representam:

a) uma parabola ¢) um par de retas e) uma hipérbole
uma elipse d) uma circunferéncia

Resolucao:

2 2
2103y = SL + BL — E

5x 3y 15 = E 15 5

<2 yz x2 yz )

—+ =1 n = 1 (elipse)

35 3 (B

10 Numa hipérbole, a excentricidade é e = /5 e os vértices sio A (2,0) e A,(—2, 0). Determine as
coordenadas dos focos da hipérbole. F, (245, O) e Fz(—Z\/g , O)

Resolucdo:
A2, 0) 1 _c _ A W, _

= a = 2.Ecomoe = — = 5, temos: — = 5 = ¢ = 2+/5.
A (—2,0) a 2

Como o eixo real esta contido no eixo x e a origem da hipérbole € (0, 0), as coordenadas dos focos sao

F, = (2v5,0) eF, = (—245,0).

11 (Fesp-UPE) Em relagio a hipérbole de equacio x* — 3y? = 12, assinale a alternativa falsa:
a) seu eixo real mede 4J3 sua excentricidade é /3
b) seu eixo imaginario mede 4 e) suas assintotas sio ++/3x — 3y = 0
¢) sua distancia focal mede 8
Resolucao:
x> — 3y* = 12 — hipérbole
2 3 2 2 2
De acordo com a equaciio, temos: a> = 12 = a = NE)
b’ =4 =b=2
Cilculodecc®* =a’+ b = =12+4=c"=16=>c=14
a) medida do eixo real: A/A, = 2a = 43 (V)
b) medida do eixo imaginario: BB, = 2b = 4 (V)
¢) distdncia focal: FF, = 2c¢ = 8 (V)

. 4 23 .
d) excentricidade:e = £ = — 2 = 2¥2  (enio/3) (F
) b Q)
e) assintotas:y = thx = tix
a 2\/3
yztﬁx:tx@x—?)y—o V)



12 (Efei-MG) Determine a area do tridngulo cujos vértices estdo situados sobre o vértice da parabola
y = —x? + 8x — 15 e sobre a sua interseccdo com o eixo das abscissas. 1 (u.a.)

Resolucado:
No eixo das abscissas, y = 0.
X' =3

x2+8x15=0< D =
" 5

X' =
. P(3,0) e Q(5,0)
y=—-x*+8x—-15
y=—-x*+8—-16+16—-15
y=(—x+4)2+1
y—1=(—x+4)2.-V(41)

13 (Unicamp-SP) Sejam A e B os pontos de intersec¢do da parabolay = x com a circunferéncia de
centro na origem e raio v2.
a) Quais as coordenadas dos pontos A e B? A(1,1) eB(—1,1)

b) Se P é um ponto da circunferéncia diferente de A e de B, calcule as medidas possiveis para o angulo APB.
45° ou 135°

Resolugado:
A circunferéncia de centro na origem e raio V2 tem equagao x* + y* = 2,
a) A interseccdo entre a parabola de equacdo y = x? e a circunferéncia de equacao x? + y? = 2 é

. B | X +y =2 x =1 X = — )
obtida pela resolucdo do sistema , = ou , que determinam os
y =X y = 1 y = 1
pontos A(1, 1) e B(—1, 1).
b) Seja o grafico abaixo, em que sdo representadas a pardbola e a circunferéncia.

Notando que os arcos AMB e A/I@ medem,
respectivamente, 90° e 270°, conclui-se que as medidas
possiveis dos angulos APB formados sao:

o = lmed(Afl\—’[\B) = % = 45°

[\V]

B = %med(A/ﬁE) = % = 135°

14 (PUC-SP) A equacdo do conjunto de pontos eqiiidistantes da retay = —3 e do ponto F(0, 3) é:

a) x> =y ¢) X2 = 4y (e)x* = 12y
b)xz=% d) x> = 6y
Resolucado:

Uma equacao reduzida da parabola de foco F(0, p) e diretrizy = —p é: x* = 4py.
Sendop =3, temos: x> =4 -3 - y=x* = 12y.



15 (UFG) Uma pardbola é definida como sendo o lugar geométrico dos pontos do plano que distam
igualmente de uma reta r, chamada diretriz da parabola, e de um ponto F, chamado foco da parabola.

Encontre a equacdo da parabola cuja diretriz é aretay = % e cujo foco € o ponto (1, 1). Faca um esboco

dessa pardbola. y = x> — 2x + 7

4

Resolucao:
Fazendo uma ilustracdo inicial do enunciado, temos:

Pela definicao da parébola dada, temos: d(P, F) = d(P, r). (I)
L m

E .
Célculo da distanciade P a F:
dP,F) = Jx — 1) + (y — 1) =

=y -2 +1+y -2y +1 ()

Pela figura: d(P,v) = y —

1M
f_ 2 N
0

Substituindo (II) e (III) em (I):

\/x2—2x+y2—2y+2=y—%:>x2—2x+y2—2y+2=y2—y+%=>
— g2 — _|_l
=y =X 2x A

O vértice da parabola tem coordenadas:

_ b 2 2914, L3 s (i)
X, = 5= X T Ly, =1 2-1+ TR 4,entao,Vl, 1)
A pardbola corta o eixo Oy no ponto Q(0, q):q = 0> — 2 - 0 + % Q= (0, %)

Yy

)

Esbogo da parabola:

INIS)

16 (PUC-MG) Os pontos A(10, 1) e B(m, 2) pertencem a uma parébola de vértice na origem e eixo y. O
valor de m € igual a:

a) 5v2 c) 15V2 e) 252
(b)) 10v2 d) 20v2
Resolucado:

Equacao da parabola: x> = 4py

Se A(10, 1) pertence a curva, temos: 102 =4p - 1 = p = 25.

Logo, a equacdo € x> = 100y.

Como B(m, 2) também pertence 2 parébola, vem: m> = 100 - 2 = m = 10+/2.



17 (UERJ) A superficie de uma antena parabdlica pode ser gerada pela rotacio completa de uma parébola
ao redor do seu eixo. A intersecgao dessa superficie com qualquer plano perpendicular ao eixo € um circulo.
Observe a figura abaixo:

onda B I
Considere um circulo de centro (E) e didmetro (C_D) de 4 metros
D de comprimento, cuja medida da distincia do centro (E) ao

c
@ vértice (A) do paraboléide € 0,5 metro.

A

a) Escreva a equacdo cartesiana da parabola de foco (B) contida y
no plano CAD, sendo o vértice (A) a origem do sistema
cartesiano e o eixo das abscissas paralelo ao didmetro CD,
como mostra a figura ao lado. y — %X2

b) Calcule a distincia do vértice (A) ao foco (B). 2 m

Resolucao:
A equacdo da parabola é do tipo x> = 4py.
(2, %) € a parébola, entio: 2° = 4p% =8=4p=p=2
2
2 _ _ X _ 1>
a) X 8y = vy g =y g X

b) dA,B) = p =2m

18 (Fuvest-SP) Determine a equacio de uma das retas que passa pelo ponto (0, 0) e é tangente a
pardbola de equacdoy = x* + 4. y =4xouy = —4x

Resolugado:
Seja f uma das retas procuradas.
Como (0,0) €t,temos:y — 0 =m(x — 0) =y = mx.
t é tangente a parabola (A), entao: t N A = {A}
{y =mx ()

y=x*+4 ()
De(De(Il),vem:x*+4=mx=x>—mx+4=0
Como devemos ter solucao tnica:
A=0=b-4ac=0=>m?’—-16=0=>m = =4
Portanto, f:y = 4xouy = —4x.



