Matemética

M22 — Numeros Complexos
p. B

1  Resolva as equagdes no campo dos ntimeros complexos.

Q) X2 +2=0 (—1+i,—1—i b) 32 + 4x + 8 = 0 {%2+¥_T2
Resolucao:
x> +2x+2=0
A=@2Ff—4-1-2=>A=4-8=A=-4
e Célculo das raizes
o 24
21
x=#:>x=—1ii.'.S={—1+i,—1—i}
b) 3x* + 4x + 8 =0
A=A —-4-3-8=A=16—9 = A = —-80
e Calculo das raizes
(o AEN80 o 445
23 6
—2 * 2i\5 2 25. 2  25.
XzT"S={T+TI’T_T}
2 (Esam-RN) Se (a + 3i)(1 + 2i) =b + 5i,entdoa + b é:
a) =5 c) 1 e) 5
(b)) —4 d) 4
Resolucado:
(a+ 3i)(1 +2i) =b + 5i Resolvendo o sistema:a=1eb = —5

a+2a+3i+6i2=D>b+5i
(@a—6)+ (2a+3)i=Db +5i

Da igualdade, temos: {a

4

3  Qual é o conjugado do ndmero complexo z = ~ i? 2 —2i
Resolucao:
4 1+ 4 + 4 .
= . = - = +
2T T T o1-g 2T@

zZ =2 —2i

Entdo,a+b =1+ (-5) = —4.

5
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4 (Unimep-SP) O ntimero complexo i tem a parte imagindaria nula. O valor do niimero real m é:

-3 c) 0 e) —1

b) 3 d) 1
Resolucgdo:
Multiplicando o numerador e o denominador pelo conjugado do denominador, temos:
3+i_m+i_3m+3i+mi—1_(3m—1)+(3+m)i

m-—i m+i m?> + 1 m? + 1 m? + 1

Como a parte imaginaria é nula, temos:
3+ m

> =0=m-= -3
m* + 1

S  (Unic-MT) Para que o nimero Z = (x — 3i) - (3 + xi) seja real, devemos ter (x € IR) tal que:
X =

a) 0 c) x=2=9 e) nenhum x € IR satisfaz a condigao.
b) x = i% x ==+3
Resolucado:

z=x—3)3+xi)=z=3x+x%—9 +3x
z=06x + (x*2 —9)i
zéreal=x*—-9=0

X==3

6 (UFSM-RS) A soma dos nimeros complexos 51 i 5i1 e 1 2_0 i é:

25 + 5i

a) T c) —10 — 10i e) 30 + 20i
b) 10 + 10i 15 + 10i
Resolucao:
5 + 5i 20 _ 5(1 + i) 200 + 1) 20 + 20i _ .
+ = + =54+ =" =15+
T+i " 1-1 1+1 Ta=wa+n " 2 15+ 10

7  (UCS-RS) Multiplicando-se o ntimero complexo z = 2 + 2i pela unidade imagindria 7, obtém-se um
ntmero complexo cuja representagdo, no plano, corresponde a um ponto pertencente a reta de equagao:

y=—x c) y=X e) y=2x
b) y=—-2x + 2 d y=-2x

Resolucado: i

z=2+2i

z-1i=02+2)i=>z-1=21—2 D s

A representacdo de z corresponde a um ponto da |

bissetriz dos quadrantes pares: y = —x. ! T

T X




8 (UFPA) Numa PG de quatro termos, a soma dos termos de ordem impar é 1 — i e a soma dos termos
de ordem par € 2i, em que / € a unidade imaginaria. Determine o nimero complexo a + bi que representa a
razdo dessa progressdao. —1 + i

Resolucao:
a, = X a, = xq a, = xq’ a, = xq
{x+xq2=1—i:>{x(1+q2)=1—i D

xq1 + ¢ =2i ()
Substituindo (I) em (II), temos:
11— 2 .1+

= . :——'—.
= q -1 1+ 1+

Xq + xq° = 2i

q 21

9 (UCSal-BA) Se o niimero complexo z = a + bi é tal que z* = (z)%, entdo é verdade que:

a)a=0eb#0 c) az0eb=0 e) az0eb#0
®)a=0o0ub=0 d) a#0oub#0
Resolugado:

(a + bi)? = (a — bi)?
a? + 2abi — b? = a2 — 2abi — b? = 2abi = —2abi = 4abi =0
a=0oub=0

p. 3

+ 7 =342
10 (UEM-PR) Seja a matriz A = [Z z 1

77 Z — Z
Sendo det A = 27, calcule o valor de a®> + b2 27

Resolucao:
Sejaz = a + biez = a — bi

:|, em que z = a + bi é um niimero complexo.

Pelos dados do exercicio, temos:

/ L 342

GtA =27 |2 THTa "B : = 27
(@ + bi)a + bi) a + bi — (a — bi)

2a -1

T =27

a’ + b* 2bi

Desenvolvendo o determinante, temos:
2a - 2bi + 1@@* + b%) = 27

4abi + a®> + b* =27 + 0 - i

a’ + b? =27
4ab = 0
Portanto, a®> + b? = 27.

Da igualdade, temos: {



11 (UFG) Seja C o conjunto dos niimeros complexos e A = {z e C| Re(%) =

»J>|»—l

geometricamente, no plano complexo, o conjunto A.
(Obs.: Re(z) ¢ a parte real do niimero complexo z.)

Resolucao:

z=a+bi;z #0

1_ 1 _ 1 _a-=bi_ __a b
z a-+hbi a+bi a—bi a4+ b a? + b?
a 1 :
a2+102ZZ:>4a=az+bZ

a’> —4a + b2 =0
@—2%+Db =4

b

Circunferéncia de centro

C@2,0)eraior = 2 owzl a

12 (UFBA) Sendo z = 2 — i, o inverso de z? é:

5+ 4 4 3. 3 4.
3 955 ~ 251 © 95 ~ 251
2+ i 3 4.
b = @35 + 351
Resolucado:
z=2—1
Calculode 22 =722=2 —-i))=4—-4i—1=3 — 4i
) 1 1 1 1- @3 + 4 344 3 . 4.
— — = - ~ = — + —
Clleulode —5= -7 = 3= = B -4)6 + &) 25 25 25

2
13 (UFJF-MG)Sez =2 + 4iew = 1 — i sdo nimeros complexos, entdo %) ¢ igual a:

a) 8 — 6i c) 1+9i (e)) —8 — 6i
b) —1+3i d) —8+6i

Resolucao:

z _ @+4HA+0) _2+2+4i-4 _ -2+ 6i

w1 =D+ 2 2

2= -1+ 3i

w

2 2
(i) :(—1+3i)2=1—6i—9=—8—6i:(i) = —8 — 6i
w w

}. Represente,



14

que A’ € igual a:

(@) A

b) —A
Resolucao
i 0
A =10 i
0 0 i
A* = A% A2 = {
AY = A* At =
15 (Fafi-BH) A fracio -
a) 1+
b) -1 +i
Resolugdo:
= -i
iZ=-1
117 — i16 1 — 1
35 =i32.3 = —j
3 2 4 7 3

(Cefet-PR) Considere a matriz A =

3

i 00
0 i 0|, naqualiéaunidade imaginaria. E correto afirmar
0 0 i
c) i-A e) —L
d) L (I,: identidade de ordem 3)
0 0 -1 0
i 0= [ 0 -1
0 i 0 0 -1
0 0 (-1 0 0 1 00
-1 0 } 0 -1 0|=[010|=1
0 -1j]f0 0 -1 0 01
L =1, A=A A=1-A=A

_2+i17_i35

—— corresponde ao ntimero complexo:

i — % 4+ i
¢ —1—-1i e) 2+1i
d 1-i
it=i"=1
iB=i2.i=i
30 =28 .2 = —1

-+ 1+1i+i (1 + i)

ilb _ i13 + i30

— :_+'
1-i-1 S L

15
16 (UERN) O ntimero complexo G i) é igual a:
a) 0 (zero) c) 1 —i
b) i d) —
Resolucao:
_Q+pa+i _ 2 _ . 5o a5 _ s
T a-wa+y 2 2 obobTT
17 (Vunesp-SP) Considere o niimero complexo z = i, em que 7 é a unidade imagindria. O valor de
Z4+z‘°’+z2+z+%é:
a) —1 ¢) 1 —i
b) 0 d) i
Resolucdo:
A2 v+t P e rivlot—ic1+i+ D Ao
z i 1(—) 1



1 62

02
18 (UERN)Sez = %, o argumento de z é:
3n T 3r
2 = )7 ©F
_T n
b) 1 d) 5
Resolucao:
, - W+ 14201 2
1— i 1—1 1— i 1
% 1+ 2 -2 e =g T Ty 3
: = . = = — —f—' —
bogorz = =5 147~ 1+1 ! PN G
s = —= = —=
2l = p = JEIF + (F =2 T

19 (UFSC) Dada a expressdo 2Z + Z = 2Zi — 7, sendo Z um niimero complexo, determine |Z|2. 5
Resolugado:
27 + 7 =2Zi — 7
SejaZ = a + bi
2(a+ bi) +a—bi=2i(a+bi) -7
2a+2bi+a—bi=2ai—-2b—7
3a+bi—2ai+2b=—-7=3a+2b+ (b—2a)i=-7

3a + 2b =—7
—2a+ b=20
Ta =—-7=a=-1

b=-2
7=-1-2i=|zF + (1P + (—2)2)2 =3

20 (UFPB) O ntimero complexo z = a + ib, em que a, b € Z, é tal que (a, b) pertence a reta
2x —y + 1 = 0. Sabendo-se que |z| = V2, determinez. 7 _ j,, L &+ 7
5 5
Resolucao:
Pelos dados, temos:
2-a—b+1=0=b=2a+1 ()

zZ| =V2 = Ja’ + b =2 = a2+ b =2 (I)
Substituindo (I) em (II), vem:
A+ R+l =2=a"+4a"+4a+1-2=0

Portanto, z = + %iouz =-1-1

1
5



21 (UFRGS) Os argumentos dos nimeros complexos u e z sdo, respectivamente, I ele |uz| = 4.

Calcule a parte real e a parte imaginaria de uz. Re(uz) = 2 e Im(uz) = 2v/3 12 - 4
Resolugao:
|luz| = 4
_ 4L ﬁ-) A :
arg(uz)=argu+argz=%+%:% UZ—4(2+ 21 2 + 243i
cos T — 1, n & — ﬂ Logo, Re(uz) = 2 eIm(uz) = 23.
3 27 3 2

P X!

22 (Unicamp-SP) Dado um ntimero complexo z = x + iy, 0 seu conjugado é o ntimero complexo

Z =X — iy.

a) Resolva as equacgdes:z - Z = 4e (z)* = 7°

b) Ache os pontos de interseccdo dos lugares geométricos que representam as solugdes dessas equacdes.

Resolugdo: (0, 2), (0, —2),(2,0) e (—=2,0)

a) Sendoz = X + yi, com.x ey nameros reais, temos que:
Dz -zZz=4dox+vyi) - x—yi)=4..xX+y =14
M@z=2=Kx—yi)f =+ vy) .. xy=0
Os conjuntos solugao das equagdes (I) e (II) sdo, respectivamente, S, = {(x, yER | x>+ y* = 4}
eS, = {(x,y) ER|x=0ouy = O}.

b {x2+y2:4 I
xy =0 (I
De (II), temos x = Oouy = 0.
Substituindo x = 0 em (I), obtemosy = *2.
Substituindoy = 0 em (I), obtemos x = *2.

Os pontos comuns aos lugares geométricos dados pelas equacoes (I) e (II) sao: (0, 2), (0, —2), (2, 0)
e(—2,0).

23 (ITA-SP)Sez =1+ iV3,z - W = 1 ea €[0, 21t] é um argumento de z - w, entio « é igual a:

T 27 3n
a3 3 ® 5
51
b) © d) 3
Resolucao:
Sez=1+i\/§ez-W=1,ent50: e
w = 1 .1_i\/§z>wzﬂ:l_i£
1+iv3 1-iV3 1+3 4 4 ] Fa
1, V3. | ?
= — 4+ — |
" 4 4 1 3 2n
Portanto,z-w:(1+ix/§)-(1+i\/§)=—1+\/§i. \ ’
4 4 2 2 ] Re@)
Se o €[0; 2w] € um argumento dez - w, entdo a = 2% 2



24 Passe para a forma algébrica os complexos:

a) z = 4(0052?75 + isenz?n) z = -2+ 243i b) z = 2(cos 315° + isen 315°) z = J2 - J2i

Resolucao:

a) z = ll(cos%E + isenz?n) b) z = 2(cos 315° + isen 315°)

z=4(—1+i\/§):>z=—2+2\/§i Zzz(ﬁ_ﬁi):zz\/__ﬁi

2 2 22

25 (UFAL) A imagem do ntimero complexo z = fi(cosllT7t +1- senHTn) é o ponto:

o(2.-3) J(32) et

(5 -%) o[- 3]
Resolucgdo:

z=3'(cosHT7t +i-sen11—n)

26 (FEI-SP) Dado o niimero complexo: z = 1 + J3i.
a) Escreva na forma algébrica o complexo z™1. b) Escreva o complexo z na forma trigonométrica.
1 J3 . I . T
- - 1 — 4+ i)
A 4 i 2| cos 3 isen 3

Resolucdo:
-1 _ 1 y ]. - \/gl — -1 _ 1 ﬁ
1+ 31 1-43i 4 4

b)p =172 + (3) = p =2

a) z

cos 6 = 1
2 o= T
3
sen § = ﬂ
2
Logo,z = p(cos 6 + isen6) = z = 2((:05% + isen%.



27 (PUC-RS) Seja z um ntimero complexo cujo afixo P esta representado abaixo no plano de Argand-Gauss.

Po oo s
; 2
s g
2
A forma trigonométrica do ntimero z é:
\/§ (cos 150° + isen 150°) ) V3 (—cos 150° + isen 150°) e) V3 (—cos 60° + isen 60°)
b) V3 (cos 30° + isen 30°) d) V3 (cos 120° + isen 120°)
Resolucao:
_ 3, B, :J(_s)z &) -
Z 2 + 2 1 P 2 + 2 \/g
_3 \/_—
cosh = —2 = L2k
3 2 0 = 150°
N3
2 1
sen = ——= —
J3 2

z =43 (cos 150° + isen 150°)

28 (UCDB-MS) Dados os ntimeros complexos z, = 3(cos% + isen%

T . T
ez, = 2|cos— + isen=|, o
2 ( 3 3)
produto z, - z,, na forma algébrica, € igual a:

a) 6 + 6i c) —6i e) —6—06i
b) 6 — 6i 6i
Resolucao:

z, = 3(cos% + isen%);z2 = 2((:05% + isen%)
Lt Zy = p; c pylcos (0, + 6,) + isen(6, + 6,)]

. . 9. n,n i n, R
Z, “ 2y, =32 [cos(6 +3)+1sen(6 + 3)]

Zy * Zy, = 6(cos£ + isen n)

2 2
z, * z, = 6(0 +1) =61 = z -z, = 6i



29 (UFSC) Dado o ndmero complexoz = 2 - [cos & + isen-=|, determine o valor de z8 — 2z3. 80

3 3

Resolucao:
T, n
— i) + A
Z 2(cos 3 isen 3
w=2z" — 27°
w = 2%(cos 21t + isen2m) — 2(2%(cos m + isenm))

w=064-1-28-(-1))=>w=64+16=w=280

30 (UEMA) Considere z um ntimero complexo satisfazendo a condi¢do |z| = 2. Se 0 argumento de z é

igual a 60°, entdo z°é igual a:
a) —2% c) 2°%1 +1) e) 2°
(b)) —2° d) 2°(1 — i)

Resolucado:

Escrevendo z na forma trigonomeétrica:

z = 2(cos 60° + i sen 60°)

z° = 2%[cos (9 - 60°) + isen (9 - 60°)]

z° = 512 (cos 540° + i sen 540°)

z° = 512 (cos 180° + i sen 180°)

z' =512 (-1 + 0i) = =512 = —2°

31 (UFRGS) O valor de (V3 + i) &

a) 64 — 64i c) 64i e) 64
b) —64i —64
Resolucgdo:
Seja:z = V3 + i
p=+3+1=2
cosf = ﬁ
2 g = T
no = 1 6
se 5
i1 . T
= RIS i
Z 2(cos 5 1 sen 6)
6 = 96 LT .
Z —2(cos6 5 + isen6 6)
z® = 64(cosm + isenm) = z° = 64(-1 + 0) = z° = —64

10



Em questées como a 32 e a 33, a resposta é dada pela soma dos niimeros que identificam as alternativas corretas.

32 (UFMS) Considerando nimeros complexos, suas propriedades e representacdes, é correto afirmar
que:
13 4
3 —2i 1—-1i

(02) G - ;)32 - 1.

(01) onumero nado € inteiro.

(04) as raizes complexas da equagao < Jlr 5 = % + %séo =3 +231\/§ e =3 _231\/§.
(08) sen é um numero natural, entdo 4 é o menor valor ndo-nulo de n para que (1 + i)” seja um nimero
real.
(16) sez = 2 (cos135° + isen135°), entioz2 = —2i. 2+ 4 + 8 + 16 = 30
Resolucao:
(01) Falsa.
13 4 13 3 +2i 4 1+ _

3-2i 1-i 3-2i 3+2i 1—i 1+
=34+2i-20+1)=3+2i-2-2i=1
Logo, o nimero € inteiro.

(02) Correta.

(1+i)32:(1+i'1+i)32:(1+2i—1)32=(2i)32:i32:io:1
1—i 1—i 1+i 1+1 2
(04) Correta.

1
X + 3

(08) Correta.

1+ = (v2)"(cosn - % + isenn%

Para ser um ntimero real, devemos ter:

sen%an%szLkn,kel

nft = 4kt = n = 4k, kE Z

Logo, o menor valor ndo-nulo de n, para ser um nuamero real, € 4.
(16) Correta.

22 = (2) (cos 2 - 135° + isen2 - 135%)

z* = 2(cos 270° + isen270°) = z* = 2(0 — 1i) = —2i

Sao corretas as afirmativas 2, 4, 8 e 16, somando 30.

El;:x?+3x+9=O:X=_3i23i\/§

X

11



33 (UFSC) Determine a soma dos ntimeros associados a(s) proposi¢io(des) verdadeira(s):
(01) A parte imaginaria de (z + z) € o dobro da parte imaginaria de z.
(02)
(04) O namero complexo z = 3i tem moédulo 3 e argumento 377t
(08) Sez =2i,entdoz’ = —64. 2 +8 =10
Resolucao:
(01) Falsa.
Sejaz = a + biez = a — bi,coma, b &R
(z+ 7z =a+bi+a—bi=2a

(02) Correta.

Se z ¢ um nimero complexo, entdoz - z7! = 1.

08

z-z =1z-+—=1
Z
(04) Falsa.
z = 3i
Im(z)
’ |z|=3€oc=%rad

‘)04

Y

o
us]
2
N

(08) Correta.
z° = (2i) = 64i® = 64i* = —64
Sao corretas as afirmativas 2 e 8, somando 10.

84 (UFRJ) Determine o menor inteiro n = 1 para o qual (+/3 + i)’ é um ndmero real positivo. 12
Resolucao:
Escrevendo o nimero complexo z = J3 + inaforma trigonométrica, temos:

zZ = 2(cos£ + isenﬂ)

6 6
Portanto, z" = 2“(cos % + isen %)
N . .. nmw nmw
Para que z" seja um niimero real positivo, devemos ter: sen 5 " 0 e cos 3 > 0.

Portanto, n = 12.

12



85 (UFU-MG) Calcule as raizes quartas do complexoz = —8 — 8+/3 i
1+ V3i, 3 +i —1-+3ieV3 —i

Resolucao:
z=—-8 —8J/3i
p = B2 + (8v3) p = J64 + 192 = 16
- _8 __1
cos 0 = 16 5 9=4_7t
_ 83 _ 3 3
senf = 6 5
zZ = 16((:054% + 1sen4Tn)
4 %"+2k ‘ %"+2k
w, = V16 | cos 1 + isen 7
- mo o kr) e (m 4 ko
wk—2|:cos(3 + 5 + isen 3 + 5 ]

2
Sm . 5w
k=1=w = Z(COST + 1senT)
— o[ =3 .l)z_ i
w, 2( 5 + 1 9 V3 +i
i | . 4m
k=2:>w2—2(cosT+1senT)
w2—2(—%—§i)= 1 - V3
k=3=w,= 2(COSHTTE + isenllTn)
_ ﬁ_l)_ {
W3—2(T El—\/g 1

As raizes sdao: 1 + \/§i, —J3 + i, =Y\ = J3ied3 — i

13



36 (ITA-SP) Considere, no plano complexo, um poligono regular cujos vértices sio as solugdes da
equacao z% = 1. A area desse poligono, em unidades de area, € igual a:

a) 3 C) m e) 2n
b 5 0%

Resolugado: Im(z)

As solugoes da equacdo z° = 1 s3o as seis raizes sextas

do niimero 1. Ja que uma dessas raizes € igual a 1, elas

pertencem a uma circunferéncia de raio 1, centro na origem 1 )

e dividem essa circunferéncia em 6 partes iguais, determinando

um hexagono regular. ] -

-3 _ 343
4 2

o

A area desse poligono € dada porA = 6 -

37 (Fuvest-SP)
a) Determine todas as solugdes, no campo complexo, da equacdo z = iz, em que i é a unidade imaginaria,
isto é,i* = —1 ez é o conjugado de z.

b) Represente essas solugdes no plano complexo.
Resolucao:

a) Sendoz = x + viez = iz’ tem=se: (x + yi) =i - x + yi)’ & (x — yi) = ix* — y* + 2xi) &
X

(:»x—yiz—ny+(x2—y2)i4:>{

—y = 2 — yz
Entao, temos:
x =0
(I){2 2.'.(x=06y=O)ou(x=Oey:1)
y =y =X
_ 1
0 2 o= Bey = Hou(x=Bey= -1
2 2 2 2 2 2
y =y =X
As solugdes da equacio Z = iz® sdo, portanto:
: J31. 3 1.
N et i L Tt L

b) Representadas estas solucoes
no plano complexo, obtém-se:

14



38 (MACK-SP)Sez =x+yi(i?= —1)étal que|z + i| = |z + 2|, entdo os pontos de coordenadas
(x,y), X e y reais percorrem:

a) uma hipérbole ¢) uma elipse e) uma parabola
b) uma circunferéncia @) uma reta

Resolucdo:

Sez = x + yi, entdo:

lz +i| =|x+yi+i|=]x++Di =2+ +1°

|z + 2| =[x +yi +2] =|x +2) + yi| =&+ 2+
Se|z + i| = |z + z|, entdo:

A+ v+ =L+ 2+ Y >

Xy + 2 +1=X+x+4+yY 54 -2y +3=0
Os pontos percorrem uma reta.

39 (Fuvest-SP) Determine os nimeros complexos z que satisfazem, simultaneamente,

_ z—i)_1
|z|—2elm(1+i) 5
Lembretes: i2 = —1;sew = a + bi, com a e b reais, entdio |w| = ya*> + b eIm(w) = b. 2ie —2

Resolucao:
Temos: Im | Z—! Zl.Sez=a+bi,ent50:
1+ 2
at+hbi—i 1—-i_a+bi—-i—a+b-1_(@+b—-1)+(a+b-—1i
1+ 1 -1 1+1 2
z — i —-a+b-—-1 1
: = = = —a t+ b=
Logolm(1+i) 5 2:> a+b=2 ()

Sendo |z| = 2, entdoa® + b* = 20ua’® + b* =4 (1)
—a+b=2=>b=2+a

A+ b =4 +R+ad =4 a'+t4+4a+at =4
= 2’ +4a=0=a=0oua=-2

Sea =0 = b =2.

Sea = -2 =b = 0.

Desse modo:

z = 2iouz = —2.

DeIeII:{

15



40 (Unesp-SP) Considere os nimerosz =2 —iew = —3 — i, sendo 7 a unidade imagindria.
a) Determinez-we |w — z|.
b) Represente z e w no plano complexo (Argand-Gauss) e determine b € IR, b = 0, de modo que os nimeros
complexos z, w e t = bi sejam vértices de um tridngulo, no plano complexo, cuja area é 20.

Resolucado:
a) z=2—1 w=-3—1i
z-w=_2-1)(-3—-i)=—-6-21+3i—1=-7+1i
lw—z|=]-3—-1—-2+1i|=|-5|=5
b) z(2, —1) w(=3, —1) t(0, b)
bat O triangulo tem base 5 e altura b + 1. Como sua area ¢é 20, entao:
A=W=20:>5b+5=40:>5b=35:>b=7
Y
w -1 z
—ol
41 (UNI-RIO-Ence-RJ) O ntimero complexo z = a + bi, i2 = —1, com a e b inteiros, é tal que (a, b)
pertencearetax — 2y +1=0.Dadoz - z = 2, determinez. 1 + i

Resolucado:

(a, b) pertencearetax —2y + 1 =0,entdioa—2b+1=0=a=2b—-1 (I)
z-zZz=2=@+b)a—-b)=2=a>+b =2 (1)

Delell: 2b— 12+ =2=4b>—-4b+1+DP>-2=0=

= 50" —4b —1=0= b =1oub = —%(néoconvém)

Seh=1==a=2-1-1=1=2z=1+1i

42 (Fatec-SP) Se i é a unidade imagindria, asoma 2 + 4 -i2+ 6 -i* + ... + 100 - i® é um ntmero:

a) primo ¢) multiplo de 6 e) quadrado perfeito
b) divisivel por 4 negativo
Resolucao:

Soma:2 + 4i*> +6i* + ... +100i® =2 -4 +6 -8 +10 —12 + ..+ 98 — 100 =
24 6+10+ .. +98) —(4+8+12+.. +100) = &+98-25 (4 +100)-25 _

2 2 )
_ 1002- 25 _ 1042- 25 _ 1250 — 1300 = —50
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43 (Fatec-SP) Na figura ao lado, tem-se o gréfico da funcéo 7, de R* em y
IR, definida por f(x) = log, x, comb € R*eb # 1.
0O modulo do nimero complexo z = b?* — bi é:

¢) 24/5
d) 3V10

a) V3
(b) 2v/3

Resolucao:
Pelo grafico, f(3) = 2, ouseja:log,3 =2 = b* =3 = b =3 (b > 0).

Sez = b* — bi,entdo:z = 3 — /3i; dai, |z| = /3% + (—\/§)2 = J12 = 243.

44 (MACK-SP) Considere os complexosu =4 +i,v =2 + 3iew = 6 + 4i, cujos afixos, em relacio a
um sistema de eixos perpendiculares, sdo, respectivamente, P, Q e R. Sendo O a origem do sistema, a area do

quadrilatero OPRQ é:
a) 8
b) 9

Resolucao:

Dados P, Q, R e O, temos:

17

(e) 10

1 3
Sendomg, = my, = 7 €Moo = My = 5,

concluimos que OPRQ é um paralelogramo.
A area desse paralelogramo é o dobro da area do
AOPQ. Desse modo:

00 1
Agprg =2 Agpg =23 |4 1 1] =
2 31



45 (UFBA) Sendo a_a parte real do nlimero complexo (%) , para cada nimero natural n, determine
S=a,+a +a+.. 9
10
Resolucao:
Sendo a_ a parte real de (é) , temos:
i) i)' _ -
= (3] =1 s = (3] =5
.1 9 . \4
— (1) = L _ (L 1
al_(?)) 3 4 (3) 81
2
_ (i) = =L
% = (3) 9
Desse modo, S = 1 + (;1) + 1
’ 9 81
_ 1,1 (;1 =1 ) A
S (1 + 81 + 799 B ) + 9 i 543
-1 -1 -1
1 9 1 9 1 9
-1 ,_1 81-1 81-1 8 80
81 81 81 81 81 81
:81+(—1).M":81 9 72 _ 9
80 9 80 80 80 80 10

46 (MACK-SP) Dados os complexos z e w, tais que 22+w=2ez+w=ﬂ,i2= —1, o médulo
de w € igual a: !
a) 5 c)x/§ e) 3V3
(b) 2v/2 d V6
Resolucao:
2z +w =2 ‘ ‘ iy 2z +w =2 N
R e v ):{—2z—2w=—4+2i
—-w=-2+2i=>w=2—2i

lw) = 422 + (-2 =4 + 4 =8 =22.

18



47 (UFSCar-SP) Sejam / a unidade imagindria e a_o n-ésimo termo de uma PG com a, = 2a,. Sea éum
ndmero impar, entao i + i + i* + ... i"* éigual a:

a) 9iou —9i )9+10u9—1 () 7T+iou7 —i
b) —9+iou—9—i d 8+iou8—1i
Resolucao:

Uma PG em que a, = 2a, é uma PG de razdo 2. Desse modo, sendo a, impar, sera da forma
2k + 1 (k€ Z),a,serdparedaforma2 - (2k + 1), dai em diante todos os termos serdo multiplos de 4:

c g o)k . .
ja _12k+1:12k_11:(12) .1:(_1)1<_1

22k + 1) 4k + 2 <4k =2 0, i2 — 1 5 (_1) _ _1

1 =1 = || =1 1" =1

a

B =% =% =% =% = % =i% =i =]
Asomai® + i + ..+ i =) - i+ ) +14+14+1+1+1+1+1+1-=
=(=D"-i+7=74 (=" - i ouseja, sek for par, a soma sera 7 + i; se k for impar, sera 7 — i.

48 (FGV-SP) O ponto P ¢ o afixo de um nimero complexo z e pertence a circunferéncia de equacio
%2 + y? = 9. Sabendo-se que o argumento de z € 60°, pode-se afirmar que:

_ V3 1. _ 1, 3. 1, V3.
a)z—2+21 c)z—2~|—21 e)6~|—61

\ 3V3 . 3V3 | 3.

Resolucado:

A circunferéncia x> + y> = 9 tem centro C(0, 0) e raio 3. Como P pertence a circunferéncia, a
distancia de P até C é o mddulo de z e vale 3 (raio). Sendo 60° o0 argumento de z, entdo:

o o:.l-.ﬁ)?’f
z =3 - (cos60° + i- sen60°) = 3 (2+1 5 2+ 5
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49 (Unicamp-SP) Um ntimero complexo z = x + iy, z # 0, pode ser escrito na forma trigonométrica:

= |z| (cos ® + isen ), em que |z| = x* + y®,cos0 = — esend = L . Essa forma de representar os

numeros complexos ndo-nulos é muito conveniente, espec1almente para o calculo de poténcias inteiras de
numeros complexos, em virtude da férmula de Moivre:
[|z] (cos ® + isen 0)]< = |z|* (cos kb + i sen k6), que é vélida para todo k € Z. Use essas informacoes para:

a) calcular (\/_ + ')12; 4096
NCR:)

b) sendoz——+1— calcularovalordel + z + z*> + z° + ... + 2% 0

Resolucdo:
a) Sendoz = f + i, temos:

rP =B+ 1 =4 =2

cos():—
12 >e=
sen6=§

Assim sendo, z = 2(cos% +1i- sen 6) Pela formula de Moivre:

2122212-(c05127n+1- 12%):4096-(c052n+isen2n)=
=409 -(1+1i-0) = 4096

b) 1+ z + z* + ... + z" corresponde & soma dos termos de uma PG de 16 termos com 1° termo
1 e razao z.

"1
Para determinarmos essa soma, utilizamos S, = a, - ( q ); logo:

q-1
B zZ% —1) _ 7% -1
S =1 (z—l)_z—l

_ 2 2. o ( T, . 7:)

Sendo z = 8 + 71,temos.z =1 cosz + 1 senz .

Assim:

z'% =1% . (COSIGTTC +i- seann) = 1(cos4m +i-sendn) =1+i-0=1
16 _

S, = z 1 _1-1_ 0 _ 0

z — 1 z — 1 z — 1

20



2 2
B0 (Fatec-SP) Sabe-se que, para todon IN*, S = n 5 15n + (n 5 23n) - 1 € a expressao

da soma dos n primeiros termos de uma PA. Considerando que 7 é a unidade imaginaria, a forma
trigonométrica do 10° termo dessa progressao é:

a) V2 - (COSBTTE + isen 3%) Zf (cosT + isen 3%) .2\/_ (cos— + 1sen74—7t
N cos I 7_n) ( 5 5_7r)
b) V2 (cos 4 + isen 4 d) 272 - (cos 4 + isen 4
Resolucao:
Como S, = _2 15n + ( _2 2?m)iéasoma dos n termos de uma PA, podemos afirmar que:
1> -15 -1 (12—23-1). 1-15  1-23,
S, = a, 5 5 i 5 5 —7 — 11i
2 — . P —_—
82=a1+a2:2 §o | 2+(2 2 2)1:4230+4246i=—13—211

2
=—-13 — 21i —a, = —13 — 21i — (-7 — 11i) = —6 — 10i
ArazaodaPAer—az—alz(—6—101 (=7 —11i) =1+ i

) —
Assim, 0 10° termo serd:a,, = a, + 9r = (=7 —11) + 9 - 1 + 1) =

=2 —2i
=2+ 2 =Ja+4 =18 =22
cos@=2\2/§=\/2§
62E2a10—2x/§cos7—n+1 sen &
sene:—_Zz_\/E - !
22
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51

(ITA-SP) Sendo z Z%,calcule ZZ" =lz+22+2 + ..+ 2% Ji+ 2
n=1
Resolucao:
Sendoz = 1\;;_1 . g = V2 ; V2i \/25 + \/gi,temos
z =1 (COS%-FI senz)=g+gi
2 _ 2, 22n .. 2_71:): . _
Z 1 (cos4+15en4 0+i-1=1
3 _ 3 3n 3_n):—2 N2
Z 1 (cos 7 + 1 - sen 4 5 + 21
s q dn L 4_n):_ .0 = —
Z 1 (cos4 + 1 sen4 1+1-0 1
515 [cos BT 4 i 51):—5_@
Z 1 (cos4 + 1 sen4 9 5
6 _ 16 61 om)| _ A
z—l-cosT+1-senT—O+1(1)— i
T 17 (eos T 4 i - ﬁ):ﬁ_ﬁ-
Z 1 (cos 4 + 1 - sen 1 5 21
8 _ 18 8m . 811:)_ . B
= Or 4+ 4. Ol =14+1i-0=
Z 1 (cos4 1 sen4 1 1-0

Sendo nula a soma dessas 8 poténcias e levando-se em conta que de 8 em 8 termos esses valores se

repetem, concluimos que asomaz' + z°> + z° + .. + z°' + z® + z* = 0, logo:

60
>

n=1

=‘7‘/Zz+gi+i+(}2g)+%i+(—l) =|-1+ (2 +1)i| =
)t (2 1) =T 2 a2 11 =4t 22

=127 + 2% +2° + 2% =|2' + 22 + 2 + 7| =
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52 (IBMEC-SP) Considere a equacdo x> — 2 cos (0)x + 1 =0,com 0 < 0 < 7.
a) Determine os valores de 6 para os quais essa equacao admite raizes reais.
b) Resolvendo em Ca equacdo dada, determine, em fungao de 6, suas raizes e represente-as no plano de
Argand-Gauss.
Resolucdo:
a) A equacdo admitira raizes reais quando A = 0:
x> —2cos(0)x+1=0
A=(—2cos(0)>?—4-1-1=4cos?’0—4=4(cos?0—1)=—4(1 —cos’0) = —4sen’0
L—4dsenP0=0=sen’0<0=sen0=0=0=00ub =mn
b) Raizes em C:

—(—2cos0) + \—4sen’0 _ 2cos® = i- 2senH

o 21 N 2 N
2(cos® =i - sen9)

= = cosO =1-senB
2

\

\
\

Y (cos 6, sen 0)
I \\
I
I
I
I
I
|
! \
I
I

| Re@

1
1

’
’

I
U
I
I
I
|
()
_#" (cos 6, —sen 6)

Em funcao de 6, os pontos descrevem uma circunferéncia de centro C(0, 0) e raio 1.

23



853 (FGV-SP)
a) Determine, no plano de Argand-Gauss, o lugar geométrico dos niimeros complexos z representados pela
equacao:
Z-Z—W-zZ—W-z+25=0,sendow = —2 + 51
b) De todos os nimeros complexos z de médulo 3, determine aqueles que satisfazem a igualdade
|z — 2] =3 - |i — 2.
Resolucao:
a) Sez = x + yiew = —2 + bi, temos:
Z-Z—W-Z—-W-z+25=0
x + yi)x — yi) = (=2 + 5i)x — yi) = (-2 = 5i)x + yi) + 25 =0 =
— i+ @i+ Yy F2x — 21 — 54 — 5y +2x + 291 + 50 — 5y +25=0=
= x>+ vy +4x — 10y + 25 =0
O lugar geométrico € uma circunferéncia de centro (=2, 5) e raio 2.
|z| = 3
Iz — 2i| =3 - |i — 2
Sez = x + yi, entdo:

{\/x2+y2—3:>x2+y2—9

b) Temos: {

V-2 =3 J 4+l = JC+y -y + 4=V15= >+ y* — 4y + 4 = 15
%,—/
9—4y+4=15:>—4y=2:y:_71
2
2 -1\ _ 2 _q_ 1 2 _ 35 _ 4+ V35
x+(2) 9= x 9 4:>x 4:)( 5
_ N3 1 _ V35
Logo, z 5 §1ouz—T 51
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