Matemética

M11 - Trigonometria no ciclo
1360

1 Um atleta desloca-se a velocidade constante de 7,85 m/s numa pista circular de raio 200 m.
Determine as medidas, em radianos e em graus, do arco que ele percorre no tempo de:

a) 10 segundos %rad e 22,5° b) 1 minuto 3anad e 135°
Resolucado:
V ="7,85m/s r =200 m
a)t =10s b) 1min = 60s
V=3os=V tos=78 10=s =785m s =785 60 =47lm
' 85 o =21 _ 5355
a=2 oo =202 o o =0,3925 200
r 200 n — 180° e ® — 180°
nt — 180° e m — 180° 2,355 — X x — 135°
0,3925 I X X — 22,50 x = 135° X = BTﬂrad
x = 22,5° XA %rad

2 (UEL-PR) A medida do menor angulo determinado pelos ponteiros de um relégio que marca
10h 20min é:

(a)) 170° c) 160° e) 150°
b) 165° d) 155°
Resolucado:

o = medida do angulo pedido
x = medida do angulo descrito pelo ponteiro das horas, a partir
das 10h, em 20 minutos

60 min 30°

20 min X
~30-20 . - qno

X = &0 Sx =10

a =180° — x = o = 170°
O menor dngulo mede 170°.



3  (Cesesp-PE) Tomando para & a aproximacio 3,14, se um arco de circunferéncia mede 1,57 cm e o seu
diametro, 8 cm, entdo o dngulo correspondente a este arco mede:

a) 22°5’ ) 11°25’ e) 39°25’
(b)) 22° 30 d) 11°15'

Resolucado:

o = % ~ 0,3925 rad

3,l4rad —— 180°

0,3925rad —— X

X = 22°30’

4 (UFAM) A medida do menor angulo central formado pelos ponteiros de um relégio que estd
marcando 10h 30 min, em graus, é:

a) 150 c) 105 e) 115

b) 120 135

Resolucdo:

0 angulo formado pelos ponteiros das horas e minutos, respectivamente no 10 e no 6, corresponde a
120°; porém, enquanto o ponteiro de minutos desloca-se até o 6, o ponteiro das horas desloca-se até
a metade do arco formado entre o0 10 e 0 11, ou seja, desloca-se 15°.

Portanto, as 10h 30min os ponteiros formam um angulo de 135° (120° + 15°).

8 0 poligono regular da figura estd inscrito na circunferéncia
trigonométrica. Determine, em graus e em radianos, as primeiras determi-
nagdes positivas dos arcos cujas extremidades sao vértices do poligono:

P4

Resolucado: Q
M = 60°, %rad P = 60° + 180° = 240° P
o y

60° X 240 X
180° 7 rad 180 . 7t rad

4T
X = %Yad X = ?rad N
N = 600 + 900 — 1500 Q = 2400 + 900 = 3300 X
150° X 330° ———— X A
180° 7 rad 180° 7t rad

_ 1lx
X = %rad X = Trad :




6 Represente, no ciclo trigonométrico, as extremidades dos arcos cujas medidas sdo dadas pela

expressao:
a) X = % + kn, k € Z
_ M =
b) x = 8 + 5 kel d) x
Resolucdo:
a)

\
A(3)
/ 3

c) x=90°+k-90°, k eZ

—120° + k- 360°, k €Z

(5]
3

B VAR
o |
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7  (Furb-SC) Analise o ciclo trigonométrico ao lado e determine o perimetro N M

do retiangulo MNPQ, em unidades de comprimento.
A alternativa correta é:

a) 1+ 2V3 d 2 +
2(1 + V3) e) 1+
¢ 1+3

Resolucado:

Analisando o ciclo trigonomeétrico, temos:

dsen X, cos 60° = —
sen 60° = é M
N —1 60°

’
2
\ // 1
sen60° = — |1/ cos 60° = >
0 1

Seus lados medem 1 X /3:; logo, seu perimetro sera:

P=1++3 +1++V3 =2+ 2J3 =2(1++3).

*
N

V3
V3

2

N
J

d sen x

\ ’
71 \ /0
L

60°

Portanto, o quadrilatero tem as
seguintes medidas:

2\ /‘2

i
\

o[8
olE

o|%

i
\

o|&

'\)‘_‘w\
I\)\—A/

COos X



8 (Fuvest-SP) Qual dos nliimeros é o maior? Justifique.
a) sen 830° ou sen 1195° sen 830° b) cos (—535°) ou cos 190° cos 190°

Resolucado:

a) 830° =2-360°+ 110°e 1195° = 3 - 360° + 115°
sen 830° = sen110°
sen1195° = sen115°
que a medida que o dngulo aumenta, o seno diminui, ou seja, a funcao seno € decrescente.

} = sen110° > sen115°, porque ambos pertencem ao 2° quadrante, em

b) —535° = (—1) - 360° — 175 = 185°
cos (—535°) = cos 185°

cos 190°
em que a funcdo cosseno é crescente.

} = ¢c0s190° > cos185°, porque os angulos pertencem ao 3¢ quadrante,

9 (UFAL) O valor de sen 5 estd compreendido entre:
1 _2

a)Eel c) 5 e 0 e) —2e—1
b) 0e % -le —%
Resolugado:

Seja a a medida, em graus, correspondente a 5 rad, entao:

180° nrad = 3,14 rad
o — brad
azw.-.azzgﬁo

3,14

Veja na figura:
270° < 286° < 315°
sen 270° < sen 286° < sen 315°

V2

—1 < sen286° < =

V2

-1 < < —==
senb 5

10 Simplifique as expressdes:

a) sen (9w — x) + sen (5w — x) 2 senx b) sen (x — 900°) + cos (x — 540°)
—senx — Cos X
Resolucado:

a) sen (9t — x) + sen (5w — x)
In=4-2n+ = sen (9m — x) = sen (T — X) = senx
Sn=2:2n + w=sen (bn — xX) = sen (T — X) = senx
cosen (9 — x) + sen (5w — X) = senx + sen X = 2 sen X

b) sen (x — 900°) + cos (x — 540°)
900° = 2 - 360° + 180°
540° =1 - 360° + 180°
sen (x — 900°) + cos (x — 540°) = sen (x — 180°) + cos (x — 180°) = —sen x — cos X

4



11 (UFPB) Qual o maior valor da constante real k, para que a equacio 3 sen x + 13 = 4k possua
solugao?

a)§ c)% 4
1

b) 3 d)

—

2

Resolucado:

4k — 13
3

Lembrando que —1 < sen x < 1, temos:

< 4k — 13
3

= —-3+13<4k<=3+13=10<4dk <16 =

:%sks%:2,5<k<4

.. O maior valor da constante & ¢é 4.

3senx + 13 = 4k = senx =

<]l=>-3<4k —-13 =3 =

12 Determine o valor de & para que exista o arco que satisfaca a igualdade senx = 515{ __ 32
Resolucado:
Devemos ter: —1 <senx <1
5kk—2 =~ 1
Substituindo sen x por k—2 ,vem: —1 < Sk —2 <1=
k-3 k-3 5k — 2 <1 o
k-3
- bk—2 5k —2+k—3 6k —5
De (I), vem: <3 +1>O::>—k_3 =0 = P =0
Considerando f(k) = 6k — 5 e g(k) = k — 3, temos:
- + +
1K) : :
- 6 - 1 +
o | s
® - ; ®
(k)
EC) < ¢
(I {kem|k<%ouk>3}
bk —2 5k —2 -k +3 4k + 1
De(II),vem.k_3 1<0= — s0:>k_3<0
Considerando h(k) = 4k + 1 e g(k) = k — 3, temos: A solugdo comum a ambas sera:
h) — - 4 O3
- 7 - | + 4 "6
9K ‘ ") 1
+ ) ©) 3 + |
ht ‘ ‘ 0 ‘
Tl -1 ° -5 t
(II){kE]R|—%sk<3} .'.S={k€IR|—%$k$



13

(UFPel-RS) Ao estudar certo fendmeno, um pesquisador determinou, experimentalmente, que o

mesmo pode ser descrito pela fungao real de variavel real definida por: f(x) = 2 + sen x.
a) Determine o dominio e a imagem dessa funcao.

b) Mostre seu grafico num sistema cartesiano ortogonal.

14

15

Resolucado:

f(x) =2 + senx

a) —1<ssenx=<1 b) v
—1+2=<senx+2=<1+2
l<senx+2=<3
D=1R
Im={xeR|1=x=<3}

(UFRJ) Determine os valores reais de &, de modo que a equacgdo 2 — 3 cos x = k — 4 admita solugao.
Resolucgao: S={keR|3=<k=<9}
2—3cosx=k—4:>—3cosx=k—6:>cosx=%
Devemos ter: —1 < cosx < 1
() «—
Substituindo: —1 < 6 g k _ 1
—— .
o o
6 — k 6 — k
) 25— < ) -1 = 2= | ;
6 — k=<3 6 —k=-3 !
k=3 k<09 XX () : . -
S={keR|3=<k=<9}
(UFRGS) Se f(x) = a + b - sen x tem como grafico:

Entao:
a) a=—2eb=1 a=leb=—2
b) a=—-1leb=2 e) a=2eb=-1

c)a=leb=-1

Resolucado:
f(x) =a + bsenx
Observando o grafico, notamos que:

f0O)=1 .. a+b-sen0=1,0oquenosdia=1.
f% =1 .'.a+b-sen%z—l,oquenosdébz—Z.




16 (Unesp-SP) Do solo, vocé observa um amigo numa roda-gigante. A altura 4 em metros de seu amigo

em relacdo ao solo é dada pela expressao h(t) = 11,5 + 10 sen [% (t — 26)], em que o tempo ¢ é dado em

segundos e a medida angular em radianos.

a) Determine a altura em que seu amigo estava quando a roda comegou a girar (t = 0). 6,5 m

b) Determine as alturas minima e maxima que seu amigo alcanca e o tempo gasto em uma volta completa
(periodo). h  =15m;h  =21,5m;p=24s

Resolucado:
a) Sendot = 0, temos:

h(0) = 11,5 + 10 - sen[n(o _ 26)] 115+ 10 - Sen[—ze‘m] _

12 12
=115 + 10 - sen[_%] =115 + 10 - sen| —F| = 11,5 + 10 - (_1) = 6,5m
12 6 2
b) As alturas maxima e minima ocorrerao quando o seno for igual, respectivamente, a1l ea —1.

Assim:

Altura maxima: 11,5 + 10-1 = 21,5m

Altura minima: 11,5+ 10-(=1) =15m

O tempo gasto em uma volta (periodo) é dado por: p = ZTR = 24 s.

12

174

17 Determine m para que % seja raiz da equacgdo tg? x — m cos?x + sen?x = 0. 15
Resolugado:
tg’x — mcos’x + sen’x = 0

tg? L — mcos’ T + sen’ & = 0

3 3 3
waY - m(3 + (2] -0
3-m-g 42 =0

12— m+3=0=m=15

18 Simplifique:
a) tg(B3n —x) +tg(—5m—x) —2tgx b) tg (x + 540°) —tg (7m +x) 0
Resolucado:
a) tg (3m — x) + tg (—5m — x)
m=2n+n=tg(Br —x) =tg (n — x) = —tgx
Sn=(-2)'2n—n=(-3)-2n+t=>tg(—5n—x) =tg (r — x) = —tgx
Stg(Br—x) +tg (bt —x) = —tgx —tgx= —2tgx

b) tg (x + 540°) — tg (7r + %)

540° =1 - 360° + 180°
= tg(x + 540°) — tg(7n + x) = tg(x + 180°) — tg(x + x) =
mMm=3-2n +m

=tgx —tgx =0



19 Ache o valor de m, m € R, que torne possivel a condi¢do tg x = 10 — m?, com x € [%, %[

20 Qual o dominio e o periodo da funcao £ definida por f(x) = 4 tg (% — £)?

21

Resolugao: meR|-3<=m=3}
thIIOmZ;XE[Z,g[

A

L 9
2

NE]

T >
xE[4,2|:=>tgx>1

Portanto:
10-m=1=-3<m=<3
~{meR|-3<ms= 3}

3
_ ST _
D—{xEIR|x¢3+2k7t,kEZ};p—2n
Resolugado:
Sendo f(x) = 4 tg (; — %), a condigao de existéncia € dada por:
X T T 3x — 21 3n + 6kn 5n
2Ty - LA
5 3#2 kr = g #* g = 3x # 5m 6kn:>x¢3 2kn
'.D={XEIR|X¢5£C+21{TC,1{EZ}
(Periodo) p = % = 2%
3]

Qual o periodo da funcéo f definida por f(x) = 4tg(§ — % ? p=3m
Resolucado:

X _ T
f = 4tg(% - 3
tg(9: p = -



22 Determine o dominio das funcdes:

a) y = tg (5% — 45°) (x € R|x # 27° + 36°k) b) y=tg(3x+%) {xE]R|x¢g +%"}
Resolugado:
a) y = tg (5x — 45°) b) vy =tg 3x+%
A condigdo de existéncia é: . \
5x — 45° # 90° + k - 180° 3X+€¢§+k~n
5x # 45° + 90° + k - 180° - -
X # 27° +36° - k 3X¢—€+§+k~n
D={x€eR|x#27 +k-36° X¢£+k-n
9 3
D={x€IR|x¢—g—+k3n}
_ .2 _5_ 3 3n _1
23 Achea, de modoque tga= a Ga Ty eag|m o a€R|a< 5 oua >3
Resolucdo:
Esquema:
tg
®
3n
(XE]E,zl::}thL>O
2 5. 3 2 h
b o Logo, a ga §>0:>2a 5 —3 >0
3n
2
Raizes: 2a°> — 5a — 3 =0<
a=3
®\ / { 1
aE]R|a<—oua>3}
e/’ 2
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24 (UFAM) Qual das expressdes a seguir é idéntica a sec? x — sen? x?
tg?x + cos? X c) 1—tg?x e) secx + cossec x

sen x
) d) 1—sen’x
sec X
Resolucao:
; 1
sec’x — sen’x = —— — (1 — cos’x) =
cos” X
1 1 — cos®*x
= —— —1+cos’x = ——>= + cos’x =
cos® X cos® X
2
sen” x ' :
= === 4 cos’x = tg’x + cos’x
cos’ X



25 Ache o0 dominio das funcdes:

a) f(x)=sec(5x+£) {erR|x¢“+k“,keZ}

6 15 5

b) y = cossec (2x + 180°) {x € R|x # —90° + 90°k, k € Z}

Resolucao:
a) f(x) = sec (5x -+ %)
Devemos ter:

T T T T T T krnt
5X =+ 6 + ) + k T = 5X + 2 6 + k7[ = 5X *+ k?t = X # 15 5

1L knt
D = R + — 4+ 2= 7.
{X |X 15 5,1(6}

b) y = cossec (2x + 180°)
Devemos ter:
2x + 180° # 180°k = 2x # —180° + 180°k = x # —90° + 90°k
D={xeR|x# —90° +k-90°, k €Z}

Ache &, de modo que cotg o = k* — 7Tk + 10 e e € ]1270°, 360°[. (k€ R |2 <k <5}
Resolugado:
Esquema: 0

cotg‘

O,

a € 1270°,360°[ = cotg a < 0
360° Logo, k> — 7Tk + 10 < 0

270°

@ ®

k=5 \ /

Rafzes: k* — 7k + 10 = 0 < ~(kER|2<k<5)
& e

(Cefet-PR) Se a expressao f(x) = J3 - cossec (2x) + cos (8x), entdo f (E) ¢ igual a:

6
c) 1 e) —1
5
d) b
Resolugdo:
f(x) = v/3 - cossec (2x) + cos (8x)

n_ . il |- /3. b An _
f(6 J3 - cossec (2 6 + cos(8 5 J3 - cossec 3 + cos 3
_g.23 1 _, 1_3
=3 3 2 2 2 2

10



28 (Fuvest-SP) Se tgx = i, com Tt < X < 3—75, determine o valor dey = cosx — senx. — 1

4 2 5

Resolugao:
tgx:%;n<x<37ﬂ
y = COSX — senx

_ senx _ 3 _3 b9,
tgx = " = 5 = senx = S-CoSX = sen’x = 7= cos’X
sen”x + cos’x =1 = %coszx + cos’x =1 = cosx = —%

_3(_4)__3
sen X 4( 5) :
.-,y=c05x—senx=>y=—%+%:_%

29 (UCSal-BA) Sendo sec x = 2 e x um arco do 1° quadrante, entdo o valor do sen x é:

J3
a) \/§ @T e) 1
3 1
b) 4 d) 2
Resolucao:
sec X = =2 = COSX = =
COoS X 2
2y _ 1 _ o 2o _1_1_3 . VLY
sen” x 1 COs“ X = sen” x 1 A 4..senx 5
J3

Como x € do 1° quadrante, sen x = 5

30 (Uniube-MG) O valor da expressao 12% quando senx = Ben<x< %n é:
— tg*x

5
_24 _12 7
a) 7 c) 5 e) 5
24 12
® 7 I 5
Resolucao:
senx:—%en<x<%n
2 24 = 2e -1 9 _ 16 . -+ 4
sen“Xx + cos"x =1 = cos“x =1 25 25..cosx 5
Comon<x<37n,cosx=—%-
=3
senx _ 5 _ 3
¢ COS X —4 4
5
5.3 3
2tgx  _ 4 _ 2 _ 24
1 — tg’x 2 3\ e 7
4 16

11



31 (UFSM-RS) Sabendo-se que cotgx =

1

2

e <x < ﬂ, pode-se afirmar que o valor de sen x é:

2
V5

e)2

1 J5
3 1 9 75
25
b) 2 _
5 5
Resolucao:
cotgx = o il = 2C0SX = senx
sen X 2
4cos’x = sen’x = 4(1 — sen’x) = sen’x
5sen’x = 4 = senx = t2\5/g
Como 0 < x < %,senx = Z\ég

32 (UFSC) Qual o valor numérico da expressdo y =

cos 4x + Ztg(g) — sen 2x 7:
,parax = —? 3

cotg X - cossec X + sec 8x 2
Resolucao:
cos 4x + 2tg(x) — sen 2x
. 2 = &
Y cotg x - cossec X + sec 8x 2
i
T 2 T T _
y:cos4§+2tg7—sen2§: c0521t+2tgz sen :1+2'1—O:3
T T T T T 0-1+1
LL EAIE L EAT 2 4
cotg 5 cossec 9 sec 8 5 cotg 9 cossec 5 sec 4m

33 (PUC-SP) Sabendo que cossec x = %
25sen’x —9tg’x. 0

€

x € do primeiro quadrante, calcule o valor da expressao

Resolucao:
cossecxz% L s B
=2 = senx = —
0<x< X sen X 4 5
2
c052x:1—sen2x:>c052x=1—%:29—5:cosx=§
4
:izé 2 :E
tg x 3 3:>tgx 9
5
2556n2x—9tg2x:25-%—9-%20

12



34 (ITA-SP) Sabendo que cos 6 = —% e tg06 < 0, calcule o valor da expressdo x = ] %tgt;e' 12:;/11_0
Resolucdo:
cose=—%;tg6<0:>sene>06%<e<n
20 1 2 29 1 _ 9 _ 40 _ V40 _ 2410
sen“0 =1 — cos“0 = sen“H =1 19 19 = sen6 7 = sen 0 7
2410 /G
_ senf _ 7 _ _2¥10 2, _ 40
g o cos 6 \ I 3 =10 9
7
2(_2\@)
_ o 2tge 3 ) _ 12410
1 — tg®0 1 _ 40 31

9

35 (MACK-SP) Sex ey sdo as medidas dos angulos agudos de um tridngulo retangulo, tais que
cos?x = 3 cos? y, entdo a diferenca y — x € igual a:

a) 15° c) 45° e) 75°

(b)) 30° d) 60°
Resolucao:
Sendo x e y medidas dos angulos agudos de um tridngulo retangulo, temos: sen x = cos y.
Logo:

cos’x = 3 - cos’y = cos’x = 3 - sen’x = 1 — sen’x = 3sen’x =

= 1 =3sen’x + sen’x = 4sen’x = 1 = sen’x = % =

:>senx=%<:>x=30°

Sendoy = 90° — x, sabemos quey = 60°; portanto, a diferencay — x = 60° — 30° = 30°.

36 (UEL-PR) Para qualquer nimero real x, sen (X — £) é igual a:

a) —senx ¢) (senx)(cos x) 2 —Cos X
b) 2 sen x d) 2cosx
Resolucdo:
sen(x - % = senx - cosg — sen% -cosx =senx -0 —1:cosx = —cosx

186

37 (UFAM) O cosseno do arco de medida 255° é igual a:

a) # 0) # #
b) # d) M
Resolucado:

cos 255° = cos (180° + 75°) = cos 180° - cos 75° — sen 180° - sen 75° =
=(—1) - cos 75° — 0 - sen 75° = —cos 75° = —cos (45° + 30°) =
= —(cos 45° - cos 30° — sen 45° - sen 30°) =

:_(ﬁ.@_ﬁ.l):_(@_ﬁ):ﬁ_ﬁ:ﬁ

V2 N2 - V6
2 2 2 2 Lh )T T8 T s i
13




38 (UFAL)Sesena=%,sen8=%,%<a<ne%<ﬁ<n, qual € o valor de sen (o + B)?
-1
Resolucdo:
3 4 = T
sen o 5,senB ) 64 nez B T
Temos: cos’a = 1 — sena = %
) __4 20 1 _ wnlp — 9 . __3
. Cos a 5ecosB 1 — sen“p 25..cosB 5
sen(a + B) = sena + cosP + senf - cosa

_3 (.3 4 (_4)y__9 16 _ _
Sen(o‘””‘5(5)+5(5) 55 25 = 1

39 (UFRN) A expressdo sen (a + b) - sen (a — b) é equivalente a:

a) cosb —cosa @ cos’b — cos? a e) sen (a? — b?
b) senb — sen a d) sen’b — sen?a
Resolucado:

sen(a+b)-sen(a—b)=(senacosb + senbcosa) — (senacosb —senb cosa) =
=sen’acos’b —senasenbcosacosb + senasenb cosacosb — sen?b cos?a =
=sen?acos’b —sen’b cos’a = (1 — cos?a) cos’b — (1 — cos®b) cos’a =

= cos’b — cos?a - cos’b — cos?a + cos’a - cos’b = cos’b — cos?a

40 (UFOP-MG) Num triangulo ABC, retangulo em B, os c
catetos AB e BC medem (2 + V/3) e 1, respectivamente.
Seja D um ponto de AB tal que DB = BC. Se a e 3 sdo,

respectivamente, as medidas de BAC e B]SC, calculetg (@ + B). a g
NE)
Resolucao:
c _ tga + tgp
tgla +p) = 1 - tgo - tap
1tg0(: 1 .(2_6):2_622_5
: (2++3) (2-+3) 1
B
1 _
tgp = 1 =1

R et ) Rk S e ) I e e ) N T Y R
1-(2-V3)-1  (-1++3) (-1-+3) 5

tg(a+B>:‘2_f:ﬁ

14



41 (Unesp-SP) Na figura, ABCD é um retangulo, BD = 6 cm, a medida D C
do angulo ABD éa = 30°, a medida do angulo AED ¢ Bex = BE.
Determine:
a) aarea do triangulo BDE, em funcao de x; 3x cm’® A
b) o valor de x, quando B = 75°. 6(\/§ — 1) cm
Resolucdo:
a) Considerando a medida x em centimetros, a area do tridngulo BDE é dada por:

1 . BD - BE - sen(DBE) = S =

2
D U § - X
= S = 5 6 -x 5 = S = 5 cm?
b) Nas condigdes propostas, temos a figura seguinte:

D

S = -6 x-sen30° =

1
2

Aplicando a Lei dos Senos no triangulo BDE, temos:
45° 6 6 X
[N 105° sen105°  sen 45°
A E \ Y B

n60° - cos45° + sen 45° cos 60° =

Lembrando: sen 105° = sen (60° + 45°)

B ;:ﬁ+ﬁ o
2 2 4 4 4
. 6 X X\/g+\/§ :6f L
Dal.(Jhﬁ) L ( . ) x(V6 +Z) = 1242 =
4 2

:>X=6(\/§—1)C1’1’1

42 (UFPE) Sabendoque x — y = % rad, calcule o valor da expressdo (sen x + sen y)? + (cos x + cos y)>.
Resolucao: 3
X —y= %rad

(senx + seny)® + (cosx + cosy)? =
= sen’x + 2senxseny + sen’y + cos’x + 2cosxcosy + cos’y =

=2+ 2(senxsen y + cosxcosy) = 2 + 2cos(x —y) = 2 + 2COS% 2+2-=-=3

43 (UFG) Se senf = %, entdo cos 20 vale:

11 V3 5
a) E C) 7 E
1 6 — 3
b) o d) S
Resolucdo:

cos20 = cos’0 — sen’0
cos20 =1 — 2sen’6

cos 20

Il
—
[\
N
B
N——
Do

cos 20
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44 (Fuvest-SP) Se tg 0 = 2, entiio o valor de —<2 20

) 1 + sen26 . 5
a) —3 c)§ e)z
_1 2
3 d 5
Resolucao:
cos’ 6 — sen’0
cos20  _ cos’ — sen’f _ cos® 0 B
1 + sen?26 1+ 2 sen6cos6 1+ 2 sen6cos6
cos” 0
_1-tg’s 1-tg’o _ (L +tge)(1 —tge) 1 —tgp 1-2 1
sec’® + 2tg0 1 + tg®0 + 2tg6 (1 + tgo) 1+tgp 1+ 2 3

45 (UFU-MG) Se a é um nuimero do intervalo [0, E], tal que tg 2o = %, determine cos o e sen a.

2
Resolugao: cosa = 2 55 e sena = \/55
_ 4 o
tg2a = 3 @ E[O, 2]
sen2o _ 4 _ 4
wos2a 3 = sen 2« 3 CoS 2a
sen’2a + cos’2a =1 = %cos2 200 + cos’2a =1
16 cos® 2a + 9cos’ 20 = 9 = cos®2a = % = cos2a = %
2 = — 2 = — i = E L = é
sen“2a =1 — cos"2a =1 25 95 sen o 5
sen2a = 2sena - COSa = % (I
cos2a = cos’a — sena = % (1)
(1) 1-seno—sena=5 = 1—2sena =5 0 2sena-coso =4 = 2-£-c05a=£
5 5 5 5 5
- 4
Senzazlﬁsenazi COSOLZL=>COSOL=£'L
10 5 25 5 245
5
COSOLZL = COSaZ&
J5 5
B
46 Se senx + cosx = %, calcule sen 2x. Sugestao: eleve os dois membros ao quadrado. —%
Resolucao:
senx+cosx=% 2senxcosx+1=%
(senx + cos x)* :% 2senxcosx:—%
sen2x+256nxcosx+coszx=§ sen2x=—%

16



47 (FGV-SP) Reduza a expressdo (cos 15° + sen 15°)% i expressdao mais simples possivel. %

Resolucado:
sen15° = sen (45° — 30°) = sen45° - cos 30° — sen 30° - cos 45°
Z B 1 V7 _ -8

sen15:7-7_§ 5 - ;
cos 15° = cos (45° — 30°) = cos 45° - cos 30° + sen45° - sen 30°
o __ \/5 \/g \/5 1 _ \/— _|_ \/_

cos 15 =5 T \ B D
sen15° + cos15° = \/—;ﬁ N ngﬁ
sen15° + cos15° = ﬁ _ J6

4 2

2

(sen15° + cos15°)* = (izg_) = %

48 (UFMA) Se cos(2¢) = 560 < b < %, entio sen ¢ é:

6
V3 V2 11
)5 95 % 36
b)l ﬂ
2 6
Resolugao:
cos2d =1 — 2sen’ ¢
S _q_ 2 2p 12 1
6 1—2sen"d = 2sen“dp =1 6 6
sen” d)_ﬁ O<¢<§
sembzﬂ
6
49 Se sena = %,comO <a< %,calculeovalordesen% + cos%. S\ég
Resolucao:
_ 4 —+ 16 _ ]9 _ .3
sena = 5 = cosa = *,/1 o5 95 15
0<a<§:>cosa—§
a a 1 — cosa 1 + cosa \/1_3 \/1+§ %
sen2+cosz—\/ 5 +\/ 5 = 5 + 5 :74_
_ |2 [8 _ 1 4 _ 1 2 _ 5 25 _ 35
= |E + = =+ /= = - = - =
1 10 5 5 V5 5 5 5 5

17



S50 (UFES) Sabendo que sen6 = D ecpe quadrante, calcule tg%. 5

13
Resolucao:
5
senf = ——
13 ﬁcoszezl—%z%icosez—%
hE2Q= g €1 Q
9 _ _ 25 _
tg 5 1 5
51 (Unicamp-SP) De uma praia, um topégrafo régua

observa uma pequena escarpa sobre a qual foi

colocada, na vertical, uma régua de 2 m de
comprimento. Usando seu teodolito, o top6grafo

constatou que o angulo formado entre a reta : _
vertical que passa pelo teodolito e o segmento de ) '

reta que une o teodolito ao topo da régua é de 60°, o
enquanto o angulo formado entre a mesma reta ]
vertical e o segmento que une o teodolito a base da /‘ vem
régua é de 75°.

Sabendo que o teodolito esta a uma altura de 1,6 m do nivel da base da escarpa, responda as questGes a seguir:
a) Qual a distancia horizontal entre a reta vertical que passa pelo teodolito e a régua sobre a escarpa?

b) Qual a altura da escarpa? (1,6 +x/—3_)m a) (23 + 3)m

Resolucado:
Observe a figura:

o g C
* escarpa
I
1,6m l
I
D

Pela figura, observamos que OC € a distancia, em metros, entre a reta vertical que passa pelo
teodolito do observador e a escarpa. No tridngulo retingulo OCA, temos:

oc _ V3

e sen6(0° = OA :T

e Sendo OB a bissetriz interna do angulo AéC, podemos aplicar o Teorema da Bissetriz Interna:
oc _ CB E—CB:CBZx/gm

0OA  AB _ 2 2

. tg30°=A‘C:\/§=2+\/§:>\/§-OC=6+3\/§:OC:2\/§+3m
0C 3 0C

Concluindo: a distancia entre a vertical e a régua é OC = 2+/3 + 3m, e a altura da escarpa é
B =CD + BC =16 ++/3m.

18
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852 Resolva a equagio 4" = % {x ER|x =
Resolucao:
—sen X — l
4 2
272senx — 271
—2senx = —1
senx = 1
2
T 1 T
= = = = +
sen 6 5 = X 6 2km
ousen5ét =%:>x=5?n+2kn
S={x€]R|x=%+2knoux=%E+

53

Resolucado:

0=x=n

4(cosx +1)cosx =3
4cos’x+4cosx—3=0

COSX =y
4y +4y —3=0

y =
y:—4i\/ﬁz—4i8 o

8 8

y!/:

cosx—y:>cosx=%(0$x$n)
T _1 -

cosg—zzx 3

3

2

1
2

%+2knoux=

5

6

sen

+ 2km, k € Z}

2km, k € Z}

< —1 (n3o serve)

Se 0 < x < 7, qual o conjunto solucdo da equacao 4(cos x + 1) cos x = 3? {%}

19
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54

56

;]

0

(UFG) Determine todo x, no intervalo [0, 2x], que satisfaz a equacao fmxx 1. {
Resolucado:
12:0:: =1 2cosx —1=0= 2cosx =1
2 ‘ 1
(24)cos X _ (22)cosx COSX = 5
4eos’x 2 cos x
2 =2 coslzlou cosS—R:
4cos’x = 2c0sX 32 3
4cos’x — 2cosx = 0 X:% ou xz%
2cosx(2_cosx—1) =_O S:{n T 3 SJ}
2cosx = 0 = cosx =0 397 97 3
cos% =0 ou cos%E =0
x=Zoux=31
Sabendo que 2tg*x + cotlg < = lequex E]%, n[, calcule o valor de 4, sendo A = sen x + cos X.
Resolucao:
2 + 1 =1 E:IE l: <
2tg°x cotg x ;X 2,15 = tgx <0
2y 4 1 _ 2 4 1 = _
2tg"x colg x 1= 2tg"x +tgx — 1 =0 = tgx 1
Portanto, SNX _ 1 senx = —cosx.
COS X
Assim, A = senxX + cosXx = —cosxX + cosx = 0.
(Faap-SP) Resolver, no intervalo 0 < x < 27, a equacao 1 — sen x + cos?x = 0. {
Resolucado:

0<x<2m

l1—senx+cos?’x=0=1—senx+1—sen?x=0

sen’x +senx—2=20
senx =y
yV+y—-2=0

[—

"

y =

senx =1=x =%

-

.y = —2 (nao serve)



87 (Unesp-SP) Seja a expressao: f(x) = sen (2x) — cotg (x), considerando o conjunto dos reais.
3

a) Encontre o valor de f(x) parax = 5?“ 5

b) Resolva a equacao f(x) = 0.

Resolucao: SZ{XEIRIXZ—TZEJrkn ou x=%+k7n,kel}
a) f(x) = sen(2x) — cotg (x)
f(‘rmzsen(Z-Sl— 6/ _ =8 2 =_3+\/§=—3
6 o) fEm) T2 L 2
6 2
b) f(x) = 0 = sen(2x) — cotg(x) = 0 = 2 - senx * cOSX — g;)rsli =0=
2sen” X cOSX — COS X cosx(2sen’x — 1)
=0= =0 =
sen x sen x
{cosx(Zsenzx -)=0 ()
=
senx # 0
De (I), vem: cossz:x=g+kn
ou
2y ] = 2= 1 N2 _n, kn
2sen“x —1 =0 = sen“x 2:>senx i2:>x 4+2
Dessemodo:S:{xEIR|x:72t+k1toux:z+k;,kel}

58 (UFPR) Resolva a equacio trigonométrica sen x + cos x — 1 = 0, no intervalo fechado [0, 2x].
Resolucado: 0, T on

senx + cosx — 1 =0; [0, 2mr] 2
(senx + cosx)?=(1))=sen’x +2senxcosx +cos’x=1=1+2senxcosx =1
2senxcosx =0=senxcosx =0
senx = 0 ou cosx = 0
X = 0 ou x = 7 (n3o serve) x =% oux = 3 (niio serve)
ou X = 27 2
S =1{0, &, 2n}
E
859 (UFRJ) A equacio x> — 2x cos 6 + sen? O = ( possui raizes reais iguais.
Determine 0,0 <9 <2r. 0 = © ou 2% ou 2% oy ‘&
=’ [ 4 4 4 4
Resolucdo:
Como a equacdo do 2° grau deve apresentar raizes iguais, devemos ter discriminante nulo, ou seja,
A=0.

Dai:b*? —4ac=0=(—2cos0)* —4-1-sen’60 =0=
=4c0s’0 —4-sen0=0=4cos’0 —4 - (1 —cos?0)=0=
= 4c0s°0 — 4 + 4cos’0 = 0 = 8cos’0 = 4 = cos’H = % = cosO = i\/g.

Os valores de 6 que satisfazem a igualdade acima sdo: % ou B ou on ou n

4 4 4
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60 (PUC-PR) O numero de raizes reais distintas da equagdo 4|cos x|* — 17|cos x|> + 4 = 0, com
0s=x<2mé:

a) 2 @4 e) 1
b) 3 d) 0

Resolugado:

Considerando a equacao do enunciado e fazendo |cos x| = a, teremos uma equacdo biquadrada na

variavel a: 4a* — 17a? + 4 = 0. A solugao dessa equagao é S = {—2, 2, _71, ;}, porém, como

a = |cos x|, os valores =2, 2 e _21 ndo sdo convenientes. Logo, |cos x| = % = COSX = % ou
-1
COS X 5 -
Os valores que satisfazem essas igualdades sao: Oh
n 2n 4n 5n S.: 0 .
3030 30 3 . iibar1to oficia] g,
va @),

61 (Unesp-SP) A temperatura, em grau Celsius (°C), de uma camara frigorifica, durante um dia
completo, da 0 hora as 24 horas, é dada aproximadamente pela fungéo:

f(t) = cos (l t) — COS (l t), 0 <t < 24, com f em horas. Determine: 2 horas: 0,35 °C;
12 6 9 horas: —0,7 °C
a) atemperatura da cAmara frigorifica as 2 horas e as 9 horas (use as aproximacoes V2=14e 3= 1,7);

b) em quais horarios do dia a temperatura atingiu 0 °C. 0 h, 8 h, 16 h, 24 h
Resolugao:

— T _ L7 .
a) Sendo f(t) = cos(12 t) cos(6 t), temos:

= oeos[ T o)~ eos(® o) = oeos ) - eos[E) = M3 1 _ ges — 05 — 0350
f(2) = cos B 2) cos(6 2) cos(6) cos 3 5 5 0,85 — 0,5 = 0,35°C
= o[ o) = o [T L o) = eos[3T) _ oe(3m) - Y2 o
f9) = cos(12 9) cos(6 9) cos( 4 ) coS 5 5 0 0,7°C
b) Para que a temperatura seja 0 °C, devemos ter:
L Tt = T4 = L
cos(12 t) cos(6 t) 0= cos(12 t) cos 5 t| =

%-t:%-t+2kn:>2nt:nt+24kn:>t=24k,k€l
= <0Uu

%-tz%-t+2kn:>2nt=—nt+24kn:>t=8k,kel

=t=28k k €Z

Sabendoque 0 <t <24 = 0<8k <24 = 0 <k =< 3;logo, k pode ser 0, 1, 2 ou 3. Dai,
t=0h,t=8h,t=16hout=24h.
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62 (UFRGS) O conjunto solugio da equagio sen x + cos x = 0 é:

{kn—l;kez} c){zkn+3—“;kez} e){k—“;kez}
4 4 4
b){l«w%;kez} d){zkn—?’T“;kez}
Resolucao:
senx + cosx = 0
senxX = —Cos X
- T _ - _ T
senx = sen(2 x):>senx sen(x 2)
Considerando k € Z, temos:
X =X — % + 2kn = 0 = —% + 2kn (absurdo), ou
x=n—x—§)+2kn:>2x=32n+2kn
_ 3n - kg — &
X = + krn = kn 1

63 (Fuvest-SP) Determine todos os valores de x pertencentes ao intervalo [0, 2rt] que satisfazem a

equagdo cos’ 2x = 1 _ gen?y E & 3T 5% Tm

2 6’4 4 6 6’ Lembrete-'sen2x+
57’ 7m 1lm cos 2y cost:l
47 4 6 Cos X = senzy
Resolucao:
cos?2x = L — sen’x = coshox /< LL2sen X a0, _ senx + cos® = 2sen’x
2 2 2
2 cos’ X — sen®x 2 Cos 2x
= C0s“2x = 9 :}C()SZX:T
= 20s*2x — c082x = 0 = cos2x(2cos2x — 1) = 0 =
cos2x=0:>2x=£+kn:>x=£+k—n,kEZ
2 4 2
= qou
c052x=%2>2x=i§+2kn=>x=t%+kn,k€l

Para o intervalo [0, 2n]} temos: S = {£ 3 5n 7n om o Sm Tm lln}
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64 Sendo 0 < x =< m, determine a soma das raizes da equagao log, (cos 2x) — log, (sen x) = 0.

T 5n
Resolugdo: 6 Y6
0ssx<smnm
cos 2x
log, (cos 2x) — log, (senx) = 0 = log, onx 0
COS2X _ 1 = cos2x — senx = 0
sen x
cos’x — sen’x — senx = 0 = 1 — 2sen’x — senx = 0
—2sen’x — senx + 1 =0
Temos: senx =y
-2y —y+1=
yol=1+38 v =
—4 \yn - %
senx=—1:>x=—?’1(rléoserve)ousenx:l=>x=£oux=5—7t
2 2 6 6
S (ITA-SP) O conjunto solucio de (tg?x — 1) (1 — cotg?x) = 4, x # l%t, k € Z é
T kn e kn
~ + ==k € =~ + 22 ke
5+ ke O+ ed oy cos (2y)
n ., kn n ., kn sen (2y) — SO5'X — sepe
E+EE RN i3 X) < enzy
1 4,kel} e){12 4,kel} 2 sen x cos
T knt
AT
.
Resolucao
2 2
(tg’x — 1) - (1 — cotg’x) = 4 = (—56“2" = 1)(1 ~ ‘COSZX) =4 =
cos” X sen” x
1 (sen’x — cos’x senx — cos’x ) _ (sen®x — cos’ x)2 B
= o 2 ’ 2 =1= 2 2. 1=
4 cos” X sen” x 4 - sen”x - cos” X
(—cos (2X))2 cos? (2x) )
=1l —"""=1=cotg’(x) =1 =
(2 - senx - cosX)* sen” (2x) g (2x)

cotg(2x) = 1 = 2x = % + kn

= cotg(2x) = =1 = <ou

3n

4+kn

cotg(2x) = -1 = 2x =

Logo: X = +%,kel.

n
8
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P = 800 — IOOsen(tJr%

(UENF-RJ) Uma populacdo P de animais varia, aproximadamente, segundo a equagao abaixo:

Considere que ¢ é o tempo medido em meses e que 12 de janeiro corresponde a t = 0.
Determine, no periodo de 1° de janeiro a 1° de dezembro de um mesmo ano, os meses nos quais a populagao

de animais atinge:
a) um total de 750; marco e novembro

Resolugao:
a) P = 750
750 = 800 — 100 - sen [“*63)“] ~ 100 - sen [<t+63>n]
[t +3yn _m N
5 5 2km => t + 3
=t=12k - 2 =
= sen[%] 5 % = Jou
t+3n _ 5m
6 6

b) A populacdo sera minima quando o seno for maximo. Logo:

sen[(tzg)n]zl:ﬂz—g)n:gﬁL%né
=t+3=3+12k =t =12k

k =0 = t = 0 (janeiro)

k =1=t =12 (janeiro)

<

=

67 Resolvaainequagio tgx > J3,parad < x < 2n. S

Resolucao:

Sabendo que tg % =3 , temos:

25

tgx>\/§:£<x<n

3 2

T n

> = S —-— < < —
S {x IR|3 X<

k

{xe]R|§<x<

b) seu nidmero minimo. janeiro

750 — 800 =

1+ 12k =

=1 =t =10 (novembro)

—~ +2kn=t+3 =5+ 12k =

=t=12k + 2 =5 k=0 = t = 2 (marco)

T 4T 3
Loy 2L «cx <2
g Mg =X 2}

Observando o grafico, vemos que a solugao da inequagao é:

3
3 2

3%}
3 2



68 SendoxE[O,Zn[,resolva:%<1. {xEIR|O<x<%oun<x<sTn}
Resolucao:
2tgx — 1

tg x
2tgx — 1 — tgx
tg x
tgx—1<0

tg x

<1; x €0, 2x]

<0

y=tgx:>yT_1<0

f(y) ; °]
- ! + ' +
9) % ‘ I<y<l=>0<tgx<l1
+ | o | +
I 0 1
a(y)
sen tg
I i
4
n 0 51

FSOS S:{XEIR|O<X<%OUTC<X<T}

69 (FEI-SP) Resolva a inequacio sen x + sen®x — cos?x = 0.

Resolugao: {xE]R |x=3—n+2kn0u£+2kn$xs5—n+2kn,k S Z}
senx + sen’x — cos’x =0 2 6 6
Mas cos?x = 1 — sen? x, portanto:
senX +sen’x — 1 + sen’x =0
2sen’x +senx—1=0
® \ / ® senx < —1 ()
— 1 X ou
@ —
Uz senx = 1 (IT)
2
sen x (I) senx = —1
R = BTR + 2km
1
=g\
(IT) senx 5
cosx %+2kn<xs%’t+2kn
Os valores de (I) ndo estdo implicitos na resposta de (II). Dai:
S:{xelR |x=37n+2knou%+2kRSX$%t+2kn,k€ Z}
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70 Resolva a inequagio 2 cos?x + 3 cosx + 1 > 0, sendo x € [0, 2x[.

71

Resolugado:

2cos’x+3cosx+1>0;x€0,2n|

Fazendo cosx =y, temse: —1 <y <1 (]
2y + 3y +1>0 (1)

{xe]R|0sx<T7t u—<x<2n}

fly) = 2y* + 3y — 1 = raizes: y' = — /
3
-1
0) :
-1
(In ‘
(UNaN(D)
/ COS

21 41 }

| —

QY RN P Y

N = o- - - 0- - -

X< —=—o0u— <x<2n

5= 3 3

{XEIR|O

(Unicamp-SP) Ache os valores de x, com 0 < x < 360°, tais que 2 cos?x + 5senx — 4 = 0.
Resolugao: {x e R|30° <x = 150°)
2cos’x+5senx—4=0;0<x<360°

2(1 —sen’x) + 5senx—4=0

2sen’x —5senx +2=<0

Fazendo senx =y, tem-se: —1 <y <1 (]

29 — 5y +2<0 (Il

fy) = 2y* — 5y + 2 = raizes: y' = % ou y" =

i
2

(1

2 e---f---0¢2

0 N Qn ;
a1
2

S={xeR|30°=<x=<150°
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