Matemética

M13 — Determinantes
1320

1  (Unifor-CE) Sejam os determinantes A = ‘; ?,B = ‘2 (1)‘ e C= ‘(1) ‘ Nestas condicdes, €
verdade que AB — C? é igual a:
a) —12 () —10 e) 8
b) —11 d) 1
Resolugdo:
A=1-1-2-2-A=-3
B=2-1-3-0..B=2
C=1-2-0-3..C=2
AB-C*=(-3)-2—-2*-AB-C*=-10
. 2,sei < j .
2 (UFRJ) Dada a matriz A = (@), , tal que a; = { -7, encontre o determinante da
3i + j,sei =]
matriz At. 18
Resolucao:
A:[au a12:| A=[4 2]:>At=[4 7}
Ay Ay 7 8 2 8
4 7
a, =3-1+1=4a, =2 detAtz[ ]=4-8—7-2=18
a, =3-2+1=Ta,=3-2+2=8 2

1 -1 2
3  (Vunesp-SP) Dadas as matrizes A = [2 z] eB = [ 3 1], calcular o determinante da

matrizA-B. 14

Resolucao:
Ao |t 3 2}_[—1+9 2+3]_[8 5}
2 4 31 -2 +12 4+ 4 10 8
8 5
det(A~B)=‘ ‘

=64 —50 =14
8



X

4  (Faap-SP) Resolva a inequacio A X <14 xeR|-1<x<T}

2x
Resolucado:
2XZ—12)‘(<14:>2X2—12X—14<0 ®\ /@
f(x) =2x* — 12x — 14 » . -
X' = -1 ©
2% — 12x — 14=0<
X//:7 S:{XEIR|_1<X<7}
5 (PUC-RS) A equacio cos(x) sen (x) = 1 é equivalente a:
sen (x) cos(x)
a) sen (2x) =1 c) sen? (x) + cos? (x) =1 e) cos?(x) =1
cos (2x) =1 d) tg® (x) + 1 = sec? (x)
Resolucao:

cos (x) sen(x)

f—

sen (x) cos (x)
cos’(®) — sen’(x) = 1 = cos(2x) = 1

3 4
6 (Fuvest-SP) O produto da matriz A = l 5 5 ] pela sua transposta € a identidade. Determine x e y,
Xy
sabendo que detA > 0. x = —% ey = %
Resolucao:
3 42 x|
>0 4 :[0 1}
LX Yy 5 y
[ 9 16 3 4
2+ 2 Zx +
25 25 5 sy}[l 0] {x+4y
3 4 2 2 0 1 2 2
2x + = + + P =
sxt gy Xty y' =1
3x+4y=0:>y=—%x
9 16 X’__%
2 4 2 = 2 4 J 2= 2 _ 10
X y 1 =x 16X 1 =x 95 X”_é
5
_ _4 -3
¥TT5 TV
_ 4 __3
X=+==Yy =
__4 _ 3
Como detA > 0, temosx = 5 ey = 5



4 2 10
7  (Fatec-SP) Sejam as matrizes A = [2 1] e B = |:0 J. Resolver a equacado det (A — x - B) = 0,
comx € R. {0, 5}

Resolucdo:

4 2 10 4 — x 2
A —xB = - X =

P s PR RPN
detA—-—xB)=0..4-x1—-%x —4=0
X =0

X' =5

x2—5x=0<

S = {0, 5}

X +1,sei < j

8 (UFAL) Seja D o determinante da matriz A = (aij)3 .y tal que: a; = 10,sei = j
1,sei > j
O menor nuimero real x, de modo que D = 0, é:
a) —4 (c) —2 e) 0
b) —3 d -1
Resolugao:

0 x+1 x+1
A=|1 0 x +1
1 1 0
0 x+1 x+1
D=0=|1 0 x+1=0=>xx+1)+x+1=0
1 1 0

X, = —1
x>+ 3k +2=0 ! . omenorx é —2.
<x2 = -2

2 Gl
-1 2 3
9 (UFPR) Dadas as matrizes A = | —2 2 |e B = [ 5 1 1], e sendo N = 50 + det (A - B),
0 1
encontre o valor de N. 50
Resolucao:
2 -1 -4 3 5
-1 2 3
A-B=|-2 2 = 6 -2 —4
2 11
0 1 2 1 1

detA-B=8-24+30+20—-18 —-16 =0
N =50+ 0 =50



1

10 (UFOP-MG) Determinar o conjunto solucio da equacio {13 3*
27 9

Resolucao:

0

=37 =10. {0,2}

1

3X+9'37X=10:>3X+%=10:>32X—10~3X+9=0

Fazendo 3* = vy, temos:

S =1{0,2}

‘<\
|
[a—
U
w

>
Il
w
=
U
N\
|
o

2 -3 0

11 (EEM-SP) Resolva a equacdo |0 cosx senx| = 0 no intervalo 0 < x < 2m. {n SE}

1 0 COS X

Resolucado:
2cos’x — 3senx = 0 = 2(1 — sen’x) — 3senx = 0

6’ 6

sen X = —2 (ndo tem solugao)
—2sen’x — 3senx + 2 =0 L1 5
senx’ = 5 = X = = 0uUX =
s={& %)
2" 8*
12 (Fatec-SP) Os valores reais de x que satisfazem a equacio | 1 1| = 0 sdo nimeros:
-1 0 2
a) pares @ inteiros consecutivos e) racionais nao-inteiros
b) irracionais d) inteiros negativos
Resolucdo:
2° 47 8§
1 1 1(=0=>2-2"-4"4+8 -2-4"=0
-1 0 2 2.2 =329+ 29 =0

Fazendo 2* = y, temos:
y, =0=2"=0Ax €R)

y3—3y2+2y=0<y2=1:2"=1:>x=0

Vv, =2=2"=2=x=1

Portanto, os valores de x sdo inteiros consecutivos.



X 2 log,9
13 (PUC-PR) O valor de x no determinante: log, 34 -1

=5
2 1 3
a) 1 c) 3 e) 5
(b)2 d) 4
Resolucdo:
X 2 log,9
log,v3 4 -1 |=5
2 1 3
X 2 2
1, 4l _11 31 _
1 4 -1 5 = 13x 5 5 5
2 1 3 13x =26 = x =2
cos7Tn,sei =
14 (PUC-SP) Seja a matriz A = (@), p tal que: a; =
] n

senT, sei # j
O determinante da matriz A é igual a:

3 \ J3
5 c) —1 e) 5
_1 1
b) 5 d) 5
Resolucao:
[T n 7 ]
cos 1 sen 5 sen 3
_ n n n
A = | sen 1 cos 5 sen 3
n n n
hsen 1 sen 5 cos 3 |
- 73
1 1 5
a=|o o 03
2
1
_1 -
L 0 2
PRI VA T it it | RN )
detA = (-1) 5 ’ 2 5



15

16

17

a) 16

(b)) 4

0 -1 0
5 8 0
(UFSC) Dada a matriz A =
-1 -3 7
4 4 2
Resolugado:
Calculando pelos elementos da 12 linha:
50 0
3 2|70
detA = (-1 - (-1)°|-1 7 0|=5":(=) 5 5
4 2 2
1 151
x x2 01
Resolva a equacao =0. {1
quagdo |0 0y {1}
1 101

Resolucado:

Calculando pelos elementos da 32 coluna: 5 - (=1)*

(-5 - 2x+x+1-2—-x—-%x=0=-5:(x—
x=1 S = {1}

x 00 0
1 1 2
(FGV-SP) Seja a raiz da equagao X
2 0 x 3
00 0 2
c) 0
d 1
Resolucdo:
Usando o teorema de Laplace, escolhendo a 12 linha, temos:
0 0 0
)1( s x 1 2
X =16=x-(-)""-10 x 3/ =16 =
2 0 x 3
0 0 2
00 0 2
>x-2X)=16=>x=8. .x=2ex* =4

—_ = e

0
0
ol calcule det A. 70
2

= 16; entdo, o valor x* é:

e) 64



B2 V21
18 (UFC)DadaamatrizP = |2 1 -1 |, calcular o determinante de P2. 64
0 V2 V2

Resolucado:
detP=2+2+2+2=28
Pelo teorema de Binet: det P> = (det P)? = 8 = 64

19 (MACK-SP) O valor de um determinante é 42. Se dividirmos a primeira linha por 7 e multiplicarmos
a primeira coluna por 3, qual serd o valor do novo determinante? 18

Resolucado:

Dividindo uma linha da matriz por 7, o determinante fica dividido por 7. Entdo, 42 : 7 = 6.
Multiplicando uma coluna da matriz por 3, o determinante fica multiplicado por 3; portanto,
detM=6-3=18.

1 21
20 (FEI-SP)Sejaamatriz A = |0 —1 0 | e uma matriz B, também quadrada. Sabendo que
2 0 3

det (A - B) = 8, calcular o valor do determinante da matriz B. —8
Resolucado:
det (A-B) = detA-detB
detA=-3+2=-1-.8=-1-detB=detB= -8

21 (Umesp-SP) Sejam C e D matrizes quadradas de ordem 3 tais que C = 3D. Nessas condicdes, ¢
correto afirmar que:

a) detC=3detD c) detC=9detD detC=27detD
b) det C =6detD d) detC=18detD
Resolucado:

Como C e D sao matrizes quadradas de ordem 3, preciso multiplicar as trés linhas de D por 3 para
obter a matriz C. Logo, det C =3 -3 -3 -detD .. det C = 27 det D.

22 (UFPA) O valor de um determinante é 12. Se dividirmos a 12 linha por 6 e multiplicarmos a 32 coluna
por 4, o novo determinante valera:

(@) 8 c) 24 e) 48
b) 18 d) 36

Resolugao:

deth%-4-detA:>detB=%-12

Logo, detB = 8.



23 (Esam-RN) Assinale a proposi¢io verdadeira:
Se M e N sao matrizes quadradas de mesma ordem, entdo det (M - N) = det M - det N.
b) Se A é uma matriz quadrada de 22 ordem e k € IR", entdo det (kA) = k - det A.
¢) Sedet A = 0, entdo a matriz A é nula.
d) Se det A = 0, entdo qualquer que seja a matriz X, de mesma ordem de 4, tem-se AX = 0.
e) O determinante da matriz soma de duas matrizes de mesma ordem ¢ igual a soma dos determinantes
dessas matrizes.
Resolucado:
a) det (M- N) =detM - detN
b) Se a matriz € de ordem 2, det (kA) = k? det A.

2 2 12 2 .
c) = (, embora a matriz nao seja nula.
2 2 2
11 2 2 0 0
d) SeA =X = ,detA =0e A -X = #*
11 2 2 0 0

10 0 0
e) SeAZ[O O]QB:[O 2:|=>detA=O,detB=Oedet(A+B)=2

Sl
24 (UFU-MG) Se A e B sao matrizes inversiveis de mesma ordem, entio % ¢ igual a:
@) 1 b) —1 c) detA + detB d) det (AB)

Resolucdo:
AeM;BeM

det@A' - B - A) _ detA' - detB - detA _ o _ Oy = 4
1B 5 detA detA = det(A A) =detl =1

25 (PUC-RS) Se A e B sio duas matrizes quadradas de ordem 7 e det (A) = a, det (B) =b,a# 0eb # 0,
entdo det (4A - B™1) é igual a:

4" - a 4-n*-a 4-a
b)4~n~a d)4-a-b
b
Resolucao:
AEM;BEM
LR ) ST o1 _4"-a
det (4A - B™) = det (4A) - det(B™") = 4" - detA 1otB b



0 1 -2
26 Dadaamatriz A =3 0 -4/, calcule:
5 —6 0
¢ 1 257 LAl
a) det At + det A 16 b) det (At-A71) 1
Resolucado: " )
= = -+ = t — = -1 = = =
a) detA 20 + 36 = 16 = det At = det A = 16 = detA Tt A 16 =
: G_qg s 1257
= detA" + detA —16+16 16

b) det (At- A1) = det At - det A~! = 16 - % -1

27 (ITA-SP) Sendo A, B, C matrizes reais n X n, considere as seguintes afirmagdes:

1. A(BC) = (AB)C 3. A+B=B+A 5. det (A + B) = det (A) + det (B)
2. AB = BA 4. det (AB) = det (A) - det (B)
Entdo, podemos afirmar que:
a) 1e 2 sdo corretas @ 3 e 4 sdo corretas e) 5e1sdo corretas
b) 2 e 3 sdo corretas d) 4 e 5 sdo corretas
Resolucado:

A afirmacdo 1 esta correta: propriedade associativa da multiplicacdo de matrizes.
A afirmacdo 2 € incorreta: a comutatividade da multiplicacao de matrizes nem sempre € valida.

-1 2 10
Exemplo: A = B =
3 -1 11

1 2 -1 2
Temos: A - B = eB-A =
2 -1 2 1

Logo, AB # BA. Esse fato nos leva a concluir que as alternativas a e b sao falsas.

As afirmacoes 3 e 4 estdo corretas: propriedade comutativa da adi¢do e teorema de Binet,
respectivamente.

A afirmagao 5 nem sempre € valida.
[3 1 0 2
Exemplo: A = B =

[ 1 1 35
Temos: det (A) = 2, det (B) = —6.

(3 3
MasA+B=46}=>det(A+B)=6

Logo, det (A + B) # det (A) + det (B) e as alternativas d e e sdo falsas.



3 0 0

28 (UFLA-MG) Os valores de x para os quais amatriz A = | 0 x x | admite inversa sdo:
0 2x 1
a) x=0ex=1 c) x>1 x#Oexqé%
b) x # 0 d) x#0ex#1
Resolucao:
Para a matriz A admitir inversa, temos necessariamente det A # 0.
3 0 0
detA = {0 x x| = detA = 3x — 6x°
0 2x 1

X #0
 ay? : 1
3x 6x ¢O<X¢§”X¢OQX¢2

3 4 8 7
29 (MACK-SP) Dadas as matrizes A = (1 2) eB = (1 1), seM-A— 2B =0, det M!vale:
a) 2 c) 4 e) 1
1 1
2 95
Resolucao:
M-A=2B
det(M - A) = det (2B)
detM - detA = det (2B) = detM = det (2B)
det A
16 14 3 4
det 2B) = =4;detA=1 =
_4 _
detM = 5 2
a_ 1 _ 1
detM™ = Geem ~ 2
1 10 3 1 0 00
30 (FURRN) Sejam as matrizes: A = 0 -2 2 eB = 200
0 1 0 2 110
0 0 -3 5 4 3
Entao, det (A - B) € igual a:
a) —36 c) 6 36
b) —6 d) 12
Resolugado:

det (A-B) = detA - detB
detA= —6edetB=—6..det(A-B) =36

10



128

0 0
0 20
31 Ache o maior valor real de x, tal que X X =0. 8
1 x logx 8
0 8 1 X
Resolucado:
Calculando pelos elementos da 12 linha:
x 0 0
2-(-D*1 x 8/=0=2 (" —64x) = 0 = 2x(x* — 64) = 0,x > 0
0 8 x
x" = 0 (ndo serve)
X" = —8 (ndo serve)
XNI — 8

Logo, o maior valor real de x é 8.

1 a a 0
) .jla 1 0 a 1 1
32 Determine os valores de a para os quais >0 ja€eR|-—=<a<+
a 01 a 2 2
0 a a 1
Resolucao:
1 a a 0 1 a a 0
a1l 0 a 0 1—-a*> —-a’ a
>0 = . >0
a 01 a 0 —-a* 1-a% a
0 a a 1 0 a a 1
(1—a2)2—a4—a4—az(l—az)—az(l—aZ)—a4>O
4a® —1<0
a’=—%
f(a)=4a2—1:>4a2—120< .
=5

2

®\ /@
- {a€]R|—1<a<i}
1 x 2
2

11



1111
1 2 2 2
33 (Fuvest-SP) Calcule .1
1 2 3 3
1 2 3 4
Resolucao:
1 111
111
01 11
=10 1 1|=1
01 2 2
01 2
012 3

34 (MACK-SP) Dada a matriz A = (aij)z . tal que a, = 3i — j, o valor do determinante da matriz A? é:

a) 0 c) 4 e) 16
b) 1 @) 9

Resolucdo:
A, pa; =31 —

A:(a“ alz):(3~1—13~1—2J:(2 1)
Ay Ay 3:2-13-2-2 5 4
AZZA-A=(2 1).(2 1):(9 6)

5 4 5 4 30 21
9 6]

detA* = ‘30 " =189 — 180 =9

12



35 (Fatec-SP) O traco de uma matriz quadrada é a soma dos elementos de sua diagonal principal. Se os

210
numeros inteiros x e y sdo tais que a matriz | 3 x 4 | tem trago igual a 4 e determinante igual a —19,
1 1 vy
entdo o produto xy € igual a:
a) —4 ¢ —1 e) 3
-3 d 1
Resolucdo:
Traco:2 +x+y=4=x+y=2 O
2 10
Determinante: |3 x 4| =-19 = 2xy + 4 — 8 —3y=-19 = 2xy — 3y = -15 @
1 1 vy
De@e@:{Xer:2 >y=3ex=-1
2xy — 3y = =15

Portanto, o produtox -y = (—1) - 3 = —=3.

36 (FGV-SP) Considere as matrizes:

4 a m m a 3
A=|4 b n|eB=|n b 3
4 ¢ p p ¢ 3
Se o determinante da matriz A € igual a 2, entdo o determinante da matriz B € igual a:
3 _ _2
a) 5 ¢ —/3 e) 3
2 3
b) 3 2
Resolucao:
4 a m 1 a m m a 1
detA =14 b n|=4-|11 b n|=-4-|n b 1
4 ¢ p 1 c¢cp p c 1

Como o determinante de A € igual a 2, temos:

m a 1 m a 1
~4-In b 1=2=|n b1=—%
p ¢ 1 p ¢ 1
Calculando o determinante de B:
m a 3 m a 1
N E . f— . —l) f— —3
det B n b 3 3:-|/n b1 3 ( 5 5
p ¢ 3 p c 1

13



1 6 2

37 (FGV-SP)E dadaamatriz A =| -1 4 -3].
0 -1 -2
Y 10 5x + 7y
X
a) Se B=A"'— %A, em que A' é a matriz transpostade 4,e B = % % % , determine o
2 N x4y
i X |

ndmero real w, tal quew = [x - y|. 2

b) Considere a matriz C, tal que C = —%At. _T27

Encontre o valor do nimero real p, sendo p o determinante da matriz C - A7, istoé,p =det (C-A)eA'la

matriz inversa da matriz A.

Resolucao:
a) SendoB = A" — %A, temos:
3 ap s
1 -1 0 1 6 2 1 -1 0 :
_ 1123 .| _a = 1123 A
B=|6 4 1 5 1 4 3 6 4 1 5 6 9
2 -3 =2 0 -1 -2 2 -3 -2 3
0 2123
2
1 _
5 10 -3
_| 1 5, 7
| 2 23
3
-3
2 2
Y 10 5x + 7y
X
Como B = 15 X 7 » podemos afirmar que:
2 y 2
2 3 347y
X
5x + 7y = =3
=>x=-2y=1
3 + 7y =1
Portanto:w = |x - y| = [(=2) - 1| = |-2| = 2
b) Sabendo que detA = detA', detA™! = ﬁ, det(C - A™") = detC - detA ' e ainda que
3
detC = det(_T3 . At) = (_73) - det A', pois C é quadrada de ordem 3, temos:
p=det(C - A") = detC - detA™ = (‘3)3 CdetA' - detA = =20 . getK - L =
2 8 detA

14

—27
8



38

1

= 0
(MACK-SP) Dada a matriz A = 2

0 3

, considere a seqiiéncia formada por todas as poténcias

inteiras e positivas de 4, isto €, A, A%, A3, ... A", ... . Somando-se todas as matrizes dessa seqiiéncia, obtemos
uma matriz, cujo determinante é:

1
c) 6
1
d) S
Resolucao:
% 0
Sendo A = , temos:
o L
3
7 9 [z ) |3
A2=A-A= ) ) =
= = 0
0 3 0 3
0 [z 0] [
AP =A% A= ) . =
0 9 0 3 0
1 1
O 37) (0 3
G
A" =
1)“
T
A soma dessa seqiiéncia de matrizes sera:
3 0[50 |50
S = ] + ] + ] SR .
0 3) 0 9) |0 57
1 1 1
—+ = 4+ =+
_|2 4 8 0 _
1 1 1
0 3T 9 T 57

1 0

15

@y

, e assim por diante. Assim, concluimos que:




39

ordem 2, em que a; =

a) 10

(b)) 8

(PUC-SP) Indica-se por det A o determinante de uma matriz quadrada A. Seja a matriz A = (aij), de
sen[% -0+ j)], sei = j

sen[x - (i — j),sei # j

Quantos nlimeros reais x, tais que —21 < x < 2T, satisfazem a sentenca detA = %?
c) 6 e) 2
d) 4
Resolucao:
T . . . .
= . _|_ —
Sendo A = (a;) de ordem 2, coma;; = sen[4 U J)]’Sel J.
sen[x - (i — j)],sei # j
- 271
Entdo: a,, = sen[% -1+ 1):| = sen=~ = seng =1
a, = sen[x - (1 — 2)] = sen(—x) = —senx

n
a, = sen[x - (2 — 1)] = senx

-(2+2):|=sen47n=senn20

Como detA = l, temos:

4
1 —sen X .
1 Csen’x =L osenx =+ L
sen X 0 4 4 2
1 aUBm —7x | =lln . _ 1
Logo, sesen X = —, temos —=, ——, —— e como valores possiveis para x; se sen X = ——,
2 6" 6 6 6 2
7t 11 -7 —5n L. . )
temos &, 22 T o 7O 1m0 valores possiveis para x, ou seja, no intervalo —2n < x < 2,

6 6 6 6
existem 8 valores para x.

16



40 (Vunesp-SP) Considere amatriz A = |0 x 1 —

O determinante de A é um polinémio p(x).
a) Verifique se 2 é uma raiz de p(x). 2 é raiz de p(x).
b) Determine todas as raizes de p(x). —1,1¢e2

Resolucao:
x 1

SeA =10 x 1-— , 0 determinante de A sera:

X
X
2
2 0 X
detA=px)=x*+2—-x+0-2*-0—-0=>
=>px)=x*—-2x —x+2
a) p2)=22-2-22-2+2=8-8-2+2=0
Portanto, 2 € raiz de p(x).

b) Fatorando o polindmio p(x), teremos:
PR =x -2 —x+2=xx—-2)-1x—-2)=x—-2)x*—1)
Os valores que anulam p(x) sdo tais que:
Xx—2=0=x=2 ou ¥¥-1=0=x==1
As raizes de p(x) sao —1, 1 e 2.

a b c —2a —2b —2c
41 (ITA-SP) Sedet|p q r|= —1,entdoovalordodet|2p + x 2q +y 2r + z | éigual a:
Xy zZ 3x 3y 3z
a) 0 c) 8 e) 16
b) 4 12
Resolucdo:
—2a —2b —2c a b c |
2p+x 2q+y 2r+z|=-2-|2p+x 29+y 2r +z|=
3x 3y 3z 3x 3y 3z |
a b c a b ¢ a b c
=—2-3|2p+%Xx 29+y 2r +z|=-2-3 1|20 2q 2r|+|x y z||=
X y Z X 'y z X y Z
a b ¢ a b ¢
=—-2-3-(2-|p q r|+0|=-2-3-2-|p q r|=
X y z X y z
=-2-3-2-(-1)=12

17



