Matemética
M12 — Matrizes
P[0

1 0 anel rodoviario de uma grande metrépole passa pelos pontos indicados
no mapa ao lado.
Os elementos da matriz A = (aij)5 .5 associada a esse mapa, sdo tais que:
| a; = 0, se os pontos 7 e j estiverem ligados entre si ou se i = j;
Wa = 1, se os pontos 7 e j ndo estiverem ligados.

Construa a matriz A.

Resolucao:

[a,, = 0,poisi = j =1

a,, = 0,poisi = 1 estd ligadoaj = 2
a, =1

a, =1

la,; = 0,poisi = 1 estiligadoaj = 5

a, = 0;a, =1a, =1a,;, =0 0 0110
a,, = 0;a,, = 0;a,, = La, =1 0 0011
Analogamente, temos: qa,, = 0;a,, = 0;a,;, = 0;a,, =1 A=11 0001
a, = Lay = 0a, = 0a, =0 11000
(2 = Lag = Lia, = 0;a; =0 01 1 0 0]
. . i’ 2i
2 (Efei-MG) Encontre a matriz A = (aij)zxztal que A = T
~ —J 2
Resolucao:
A_|:12 21] a, =1 =1 A_[12}
—j 2 a, =2-1=2 -1 4



3 Determine a soma dos elementos da diagonal principal com os elementos da diagonal secundaria da
matriz A = (aij) de ordem 4, em que a, =1—j. zero

Resolucdo:

Diagonal principal: a,, a,,, a,,, a,, Diagonal secundaria: a,, a,,, a,,, a,,

a,=i—j=a,=1-1=0 a,=1-4=-3
a,=2-2=0 a,=2-3=-1
a,=3-3=0 a,=3-2=1
a,=4—-4=0 a, =4—-1=3

(@, ta,ta,+ta,)+(@,+ta,+a,+a)=0+0+0+0)+(-3-1+1+3)=0

4 (UFRJ) Uma confeccdo vai fabricar trés tipos de roupa utilizando materiais diferentes. Considere a

matriz A = (aij), em que ; representa quantas unidades do material j serao empregadas para fabricar uma
roupa do tipo 7.

a) Quantas unidades do material 3 serdo empregadas na confeccido de uma roupa do tipo 2? 3 unidades
b) Calcule o total de unidades do material 1 que serd empregado para fabricar cinco roupas do tipo 1, quatro
roupas do tipo 2 e duas roupas do tipo 3. 33 unidades
Resolucado:
a) j=3ei=2=a, = 3unidades
b)j=1=a,6 =5
a, =0
a, =4
Xx=5-a,+t4a,+2-a,=x=5-5+4-0+2 4= x =33 unidades

S (UFLA-MG) Os ntimeros reais x e y que satisfazem a equacgdo abaixo sdo:

(3x+y 2x—y)_(7 3)
Xx+y 2x+y 3 5

a) (3, -2) () @1 e) (1,2)
b) (5,7) d) @3, -1)

Resolucao:

{3X+y_7:>x=2;y=1

x+y=3

2X —
Note que estes valores também satisfazem o sistema: { Y

2x +y



1 2 3 1 X 2
6 AmatrizA =|x y z |admiteatranspostaA’ = | x — 2 y 1].
21 z Jy 6-y z

Nessas condigoes, calculex,yez. x=4;y=1;z=5

Resolucao:
1 2 3 1 X 2 1 x -2 3y
A=|x y z A =[x -2 y 1 = A=|x y 6 —y
2 1 z 3y 6—y z 2 1 Z

2=x—-2=x=4
3=3y=>y=1
z=6—-y=>z=6—-—1=z=5

. 0 x° .. .
7 Determine x paraque M = |:4 Xl ] seja simétrica. x = *£2

Resolugdo:
0 x* 0 4 A

M=| YoM =]|] M=Mo=x=4.x=zx2
4 1 x* 1

8 (UEL-PR) Uma matriz quadrada A se diz anti-simétrica se A* = —A. Nessas condicdes, se a matrizA a
seguir € uma matriz anti-simétrica, entdo x + y + z é igual a:

Xy z
A= 2 0 -3
-1 3 0
a) 3 c) 0
b) 1 -1 e) —3
Resolucao:
x 2 -1 —-X -y —Z Xx=-x=x=0
A=y 0 3 |le-A=[-2 0 3 A'=—-A =y=-2
z 3 0 1 -3 0 z =1

X+y+z=0+(-2 +1=-1



X 2 l
9 Determine x, y e z para que: 2 V1= 8 25 .Xx=-3;y=5;z= 79
og? 121] |, o

Resolucdo:
y? =25 =y =5

2= = =x=-3 = y=5
log,32 =y =y =5

1012
2 3 —
10 Calcule x e y, sabendo que: A [SX y:| =[4 0]. x=ley=-1
Xty 4x 2y 5 —1
Resolucao:

> +3x yP—y _|:4 0:|
x> + 4x y* + 2y 5 —1

X, = —4
(I)x2+3x=4:>x2+3x—4=0<

X, =1

X, = =5
X +4x=5=x+4x—5=10 <
x2=1

De (I) e (II) concluimos que x = 1.

y, =0
Iy —y=0=y@(y*—1)=0 y, =1
v, =—1

V) y*+2y=—-1=y>+2y+1=0
y, =y, =1
De (III) e (IV) obtemosy = —1.

-1
11 Dadas A = [(1)],B = [ ]eC = [;], calcule X talque X+ A — (B + C) = 0. [;]

Resolucao:
X+A-B+0=0

e aemremxs S [2]e2)<x =[]



9 5
X+Y=A+B 3 -1 .l
12 Resolva o sistema ,sendoA = eB = X =] 2;y=| 2
X - Y =2A- - 5
-3 6
Resolucao:
X+Y=A+8B
@
{X—Y=2A—B

2X=3A:>X=%A:>X=

no|w no|w
T w
o
Il
VO
I
Do

ij

13 (Vunesp-SP) SejaA = (a.) amatriz 2 X 2 real definida por a, = lse i<je a, = —1lse i>j. Calcule A%
Resolucdo:

) [11]{11} [1-1+1-(—1) 1-1+1-1} , [02}
A*=A- A= : = = A’ =
-1 1] [-1 1 -)-1+1-(-1) (-D)-1+1-1 -2 0

P RE!
S | '+ 6 30
14 (UCSal-BA) A igualdade matricial 2 - [ )1( 3 :| = [X . X . :|, emquex€ER,é
= —X — —2x
verdadeira, se e somente se x* é igual a:
—64 )0 e) —64, 0 ou 64
b) 64 d) —64 ou 64

Resolucao:
|:2x 2x2—2]_|:x2+6x 30]
-2 —2x -2

X, =0
(I)2x=x2+6x:>x2+4x=0<
X, = —4

X, =4
(II)2x2—2=30:>x2—16=0<
X, = —4

2
O tnico valor de x que satisfaz as condicdes (I) e (II) simultaneamente é x = —4.
Logo, x* = (—4)* .. x> = —64



1 2
2 -1 31 L 3 1 14
15 Efetue:| 0 -2 5 4 _0 | -6 18
4
-3 10 6 -
5 1 16 3
Resolucao:
1 2
2 -1 3 1 14
-1 3
0 -9 =| -6 18
0 4
-3 1 -16 3
-2 1

1 3 2
16 (UFJF-MG) Considere a matriz A = (3 b} Determine a e b reais, tais que: A*> + 2A = (O 1).

=leb=-1
Resolucao: ¢ ¢

2 .
A2+2A=(a 1}.(21 1]+2(a 1):(a+10 a+b ]+(2a 2)
0 b 0 b 0 b 0-a+b-0 0-1+5b 0 2b

A2+2A=(a2 a+b)+(2a 2)2(a2+2a a+b+2)
0

b 0 2b 0 b* + 2b
. a®+ 2 a+b+2 (3 2)
Do enunciado, vem: —
0 b* + 2b 0 -1

a, =1
Logo: (a® + 2a = 34 ' B
a, = —3 (ndo serve)

Mb* +2b=-1=b=-1
(IMa+b+2=2=>a=-b=a=1

1 0 0 2 00
17 Sabendoque A=|0 -4 0|eB=|0 4 0], calculexparaque A-B=B-A. x=0
0 0 3 x 0 2
Resolucdo:
1 0 2 00 [ 2 0 0
A-B=10 -4 0 0 4 0(=|10 =16 0 (I
0 x 0 2 [ 3x 0 6
2 00 1 0 0 2 0 0
Poroutrolado,B- A =0 4 0 0 -4 0|=1|0 —-16 0 (I
x 0 2 0 0 3 x 0 6

A-B=B-A= (I =({. 3x =xousejax =0



18

1

(UFPR) Calcule o valor de a de modo que exista somente uma matriz [X ], tal que o produto
1 2 y

4 —a [X] sejaiguala| 3| 2
y

a

—4 -1
Resolucao:
1 1 2 X+y=2=>x=2-y ()
4 —a -[X:|= 3 |=44x —ay =3 ()
4| v -1 ax — 4y = —1 (I

D em @): 42 —y) —ay = 3 {4y +ay=5
=

Dem):a@ —y) — 4y = —1 —4y — ay + 2a =

-1
— . :é‘ :Z . =
a =2y 6’X 6 SLa =2

. ) . COSX senx
19 (Vunesp-SP) Considere as matrizes 2 X 2 do tipo A(x) = [ ]
1 sen 2x senX CosX
a) Calcule o produto A(x) - A(x).
sen 2x 1

b) Determine todos os valores de x € [0, 27| para os quais A(x) - A(x) = A(x). {0, 27}

Resolucao:

a) AR) - AR) = |:

oS X senx:l [cosx senx]

senXx COS X senXx COS X
_ cos’x + sen’x cosxsenXx + senxcosXx
Sen X cos X + COos X sen X sen’x + cos® x
1 2 sen X cos X 1 sen 2x
Ax) - Ax) = = AR - AR =
2 sen x cos X 1 sen 2x 1

1 2
b) Ax) - Ax) = A(X)|: sen X} _ [Cosx senx]
sen 2x 1 SeNX COSX

I) cosx=1

(IT) sen 2x = sen x

) x=k-2m,ke€Z.Como0<x<2n temos:x=0(k=0)ex=2n(k =1).

(I) x=m-t,meZ. Comol<x<2m temos:x=0(m=0),x=n(m=1)ex =2n (m = 2).
Comparando as solucoes obtidas em (I) e (II), concluimos que os valores procurados sdox = 0 e x = 2.



20 (UFRS) A matriz C fornece, em reais, o custo das por¢des de arroz, carne e salada usadas em um

1) arroz
restaurante: C = | 3 | carne
2 ) salada arroz carne salada
A matriz P fornece' o namero de p(?rg()es de arroz, carne e salada 9 1 1) prato P,
usadas na composi¢do dos pratos tipo P, P,, P, desse restaurante: S 9 1 |prato P,
2 2 0 ) prato P,
A matriz que fornece o custo de produgao, em reais, dos pratos P, P,, P, é:
7 9 2
9 ¢ |11 e | 2
8 4 4
4 2
b) | 4 d)| 6
4 8
Resolucao:
211 1 2+3+2 7
P-C=(1 21 3|=|1+6+2|=P-C=1{9
220 2 2+6+0 8

19941994 19941994 1 -1
21 (UFRJ) Considere as matrizes A = [ ] e B = [ ]

19941994 19941995 1 1]

SejaA? = A - AeB? =B B. Determine a matriz C = A> — B2 — (A + B)(A — B). 0 1
Resolucado: C=AB - BA = [1 O}
C=A"-B"-A+B-A-B=C=A"—-—B—-—A"-BA+ AB + B =
=C=A-B-B-A

A-B=|:19941994 19941994:|_[ 1 —1:|:[ 0 O:|
19941994 19941995 -1 1 -1 1
B-A=|: 1 —1:|_[19941994 19941994}:[0 —1:|

-1 1 19941994 19941995 0 1

o I S P R I



-1 0
22 (UFJF-MG) Considere A = ( 0 1). Entdo, podemos concluir que:

a) A = —] em que / é a matriz identidade 2 X 2. @ AL = A
b) Al = A, d) A =0, em que 0 é a matriz nula 2 X 2.

Resolucao:

-1 0 , , (-1 0) (-1 0 , (10
A= SA=A-A= A= : o A% = =1
0 1 0 1 0 1 0 1

Logo, A™ = (A?)" = A — [ - A0 — ]
AIOIZAIOO'A:AIOIZI'A . A101:A

23 (UFES) Considere a matriz A = ( . _\EJ 01

9, 1 O
; . Determine A19 8. 21998 . ( )
\/7 ;

Resolucao:

AZ

A-A:>A2=( ! —ﬁ][ 1 —ﬁjz[ _2 _NgJ

J3 1 J3 1 23 -2

vonmo[ 2 B8) (18] ()

AS
23 -2 J3 1 0 -8

1
0

A9 — [(_2)3 A (1 O):| _ (_2)1998 . (1 OJ
0 1 0 1

1 0
Lembrando que (—2)'*® = 2" concluimos que: A" = 2'%% . (O 1),

0
Ou seja, A® = (—2)° - ( ) Como A'™® = (A3)666,temos:



24 (UFRJ) Seja A = [1 1]

1 3
a) Determine A> =A-A-A. |:0 J

b) Se2 A" denota o produto de A por A n vezes, determine o valor do nimero natural £ tal que
A¥ — A% + A8 =] em que / é a matriz identidade. 2 ou 3

Resolucao:
s 11 11 11 1 2 11 5 1 3
a)A: O . = N :>A:
0 1 0 1 0 1 0 1 01 0 1
%/_/
A2

1
b) Suponha que A" = |:0 r11:|, comn > 3, n € N. Calculemos o valor de A™ * *:

o 1 n 11 1 n+1 T 1 n+1
AT =A"-A = : = AT = :
0 1 0 1 0 1 0 1

Como ja verificamos, no item a, a validade da hipdtese paran = 1, 2 e 3, concluimos pelo

1 n
principio de inducdo finita que: A" = |:0 1:|, n € N.

2
AR A% s At |1k _[1 5k}+[1 6]:{1 0}:
0 1 0 1 01 0 1

2 _ kl
= k —5k+6—0{k

2

¢ igual a:
.|

a) —2 c) 0 (e)) 2
b) -1 d) 1

Resolugao:

SejamA:[(l) _21] r [ ]
e RN R

[a—cb—d:| [1 :|:a:1,(2:0,b=d=1
0 2

'.a+b+c+d=1+l+0+l=2

2 2

1
25 (UEL-PR) A soma de todos os elementos da inversa da matriz [O

10



21 10
26 Dadas as matrizes A = [ ] e M = [ 1], determine:

121

b) o traco da matriz M~! - A - M, sabendo que o traco de uma matriz € a soma dos elementos da diagonal
principal. 3

Resolucao:
. 10 a b 10
AaM-M'=1 = : =
2 1 c d 0 1
=1 b =0 10
(I){a (II){ oM ={ }
20+ c=0=c¢c=-2 2b+d=1=d=1 -2 1

S R IR A

|
MI-A-Mz[ \ 1].'.tr(M‘l-A-M)=4+(—1):>tr(M1-A-M)=3

-5 -3 -8 0
27 (UNI-RIO) Dada a matriz A = [ ) 2], determine o valor de A~ + At — L. |: 0 6}

Resolugao:
. -5 -3 a b 10
A-AT =1, = : =
3 2 c d 0 1
—5a —3c =1 ~5b — 3d = -2 -3
I){ LT (11){ ! Alz[ ]
3a+2c=0 3b+2d=1 3 5
a=—-2¢c=3 b=-3d=5

L -2 -3 -5 3 10 -8 0
AT+ AT, = + - =
3 5 -3 2 01 0 6

11



1 2 1 1
28 (UFCE) Dadas as matrizes A = [ ] e P = [ ], determine os seguintes produtos

2 3 -2
matriciais: A0 4096 0
a) P-A-P! b) P-A¢- P!
-1 0 1
Resolucdo:
a)P-P‘1212:>{1 1]_[a b}z[l 0}
3 2] lec d 0 1
2 1
+c= +d =
(I){a c=1 (II){b d=20 pl— 5 5
3a — 2 =0 3b —2d =1 3 1
5 5
_2.._3 1.4 _1
a 5,c z b 5,d z
2 1 8 _1
_— P‘l—[l 1][1 2} 5 g :[1 1] 5 5
3 =2 13 2] |3 _1 3 2] |12 1
5 5 5 5
— P-A Pl_[4 0}
0 -1
b)AzzA‘A:[l 2][1 2}:[7 6}2
3 2] 13 2 9 10
jAZ}_AQ.AZ_[? 6][7 6}:[103 102]
9 101 L9 10 153 154
A6=A4-A2=[103 102].[7 6]:[1639 1638}
153 1541 [9 10 2457 2458
- 2 1 2 1
poao . p |1 1].[1639 1638]_ 5 5 :[4096 4096] 5 5
13 —2] |2457 2458] |3 _1 3 =2 3 1
5 5 5 5

P-A°-

l3,_7;0965 o]
Lo 1

29 (FGV-SP) A4, B e C sio matrizes de mesma ordem. Sabendo-se que o sistema de equagdes a seguir
(cuja incégnita € a matriz X) tem solugdo tnica, obtenha o valor da matriz X.

a) X+B=C X=A"1-(C—-B) b) XA—-X+B=C X=(C—-B)-(A—-1I)!
Resolucado:
a) AX+B=C b) XA—-X+B=C
AX=C—-B XA-X=C-B
A1-A-X=A1-(C—-B) XA-XI=C—-B
[-X=A"1-(C—-B) X-A-I)=C-B
X=A1-(C-B) X-A-0)-A-D'=(C—-B)-A-1D!
X-I=(C—-B)-(A-D
X=(C-B)-A-D

12
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30 (UESPI) A igualdade definida pela equacio matricial
3 1 -
Y
2 -1 -3 2
¢ valida se, e somente se, a matriz A for igual a:
2 0 2 0 -2 -1
a) c) e) [
1 2 -1 2 0 2
-2 0 -2 0

1 2 -1 2

(1)

Resolucao:

) ()

3a+c 3b+d) (-7 2)
2a—¢c 2b—d =3 =2

3a + ¢ = —

{a y 7:>a=—2,c:—1
2a —¢c = -3

=+ =
{Sb d=2 =b=0d=2
2b —d = -2

31 (MACK-SP) O traco de uma matriz quadrada é a soma dos elementos de sua diagonal principal. O
tragco da matriz A = (aij ), 5 tal que a; = i, é:
a) 3° c) 52 e) 28

25 d) 43

Resolucado:
O traco da matriz A € dado por a , + a,, + a,.
I'+224+3=14+4+27=32=2°

13



32

(FMJ-SP) O administrador da SOCARRAO, uma cadeia de revenda de automéveis Tigre e Flecha,

montou as seguintes tabelas para controlar as quantidades vendidas desses carros durante os meses de
janeiro, fevereiro e marco de 2002, nas trés lojas da rede.

A matriz que melhor representa a receita, em milhares de reais, de cada loja, nos meses de janeiro, fevereiro

Tabela 1: Prego por unidade (milhares de reais)

m Tigre Flecha
A 20 10
B 18 15
C 22 10

Tabela 2: Unidades vendidas

W Janeiro Fevereiro Marco
Tipo
Tigre 5 10 2
Flecha 12 15 1

e marco, €é:
100 200 20
120 300 10
2 (220 405 54) (37 55 33] 0 90 180 30
50 58 36 150 225 15
110 220 44
120 150 10
220 350 50 220
270 405 51 d) | 405
230 370 54 54
Resolugao:
20 10 20-54+10-12 20-10+10-15 20-2+ 10 -1
18 15-(510 2] 18-5+15-12 18-10+15-15 18 -2 +15-1|=
22 10 2 151 22-54+10-12 22-10+10-15 22-2+4+10-1
100 + 120 200 + 150 40 + 10 220 350 50
=] 90 +180 180 + 225 36 + 15| =270 405 51
110 + 120 220 + 150 44 + 10 230 370 54

14



33 (Unipar-PR) Sabendo que A é uma matriz quadrada de ordem 2 e estd definida pela lei de formacao:
~_ log," "7, sei = j
T2 sei #

Podemos concluir que a sua transposta é:

1 2 2 1 4 2
a)[z 4] C)[l 8] e)[z 1]

1 8 2 8
Ol o[ 4]
8 2 1 8
Resolucado: 1 8 t 1 8
a, =log,(1+1)=log2=1 A= = A" =
a,=21"2=2=8 8 2 8 2

a, —922+1 =93 = §
a,, = log, (2 + 2) = log,4 = 2

log,3 log,9
e B=|log,4 log,16 |, asoma dos

elementos da matriz AB é igual a: log, 5 log, 25
a) 42 (c) 36 e) 12
b) 38 d) 24

Resolucado:

Sendo C = A - B, temos:

C,, =log2-log,3 + log,3 - log,4 +log4 -logb=1+1+1=3

C, =log2 -log,9 + log,3 - log,16 + log.4 - log25=2+2+2=6

C,, = log,8 - log,3 + log,27 - log,4 + log,64 - log5=3+3+3=9

C,, = log,8 - log,9 + log,27 - log,16 + log.64 - log,25 =6 + 6 + 6 = 18

Soma:C,, +C,+C, +C,,=3+6+9+18=236

log.2 log,3 log. 4
34 (Unipar-PR) Sabendo que A = [ 08, 0g, 0g; )

log, 8 log, 27 log, 64

35 (Unipac-MG) Uma matriz A = (aij) do tipo 2 X 3, sendo a; = i + j, € representada por:

3 45 2 3 4
2 3
) ) C) 2 3 4] (3 4 5)
2 3
b (3 2) d |3 4
35
Resolucao:

A [ 2 A _[1+1 1+ 2 1+3)_(2 3 4)
Ay Ay Ay 2+1 2+2 2+3 345

15



36 (Faap-SP) Durante a 12 fase da Copa do Mundo de Futebol, realizada na Coréia do Sul e no Japao em
2002, o grupo C era formado por quatro paises: Brasil, Turquia, China e Costa Rica. A matriz A fornece os
resultados (ntiimero de vit6rias, empates e derrotas) de cada um. Pelo regulamento da Copa, cada resultado
(vitéria, empate ou derrota) tem pontuagao correspondente (3 pontos, 1 ponto ou 0 ponto). Veja esse fato

registrado na matriz B.
vitéria  empate derrota

3 0 0 | Brasil

) 3 | vitoria
1 2 0 | Turquia
A= ; B = |1 | empate
0 0 3 | China
) 0 | derrota
1 1 1 | Costa Rica

Terminada a 12 fase, a classificagao foi obtida com o total de pontos feitos pelo pais.
A matriz que fornece essa classificagio é:

4 9
0 5
a9 5 0 4 c) e)
[ ] ; .
9 0
9
5
d[4 0 5 9]
0
4
Resolucao:
3 00 5 3:34+0-14+0-0 9
1 2 0 1-3+2-1+0-0 5
A-B= 1] = -
0 0 3 0 0-3+0-1+3-0 0
1 11 1-3+1-1+1-0 4
1 b -19 -8
37 (Fatec-SP) Seja a matriz A = tal que A* = \
a 1 10 —-19
E verdade que a + b é igual a:
a) 0 ¢ 9 e) —9
(b) 1 d -1
Resolucgdo:

AZA-A(l b)(l b)(1+ab b+b)(1+ab 2b J
a 1)la 1 a+a ab +1 2a ab + 1

) -19 -8 ~
Sendo A® = , entdo:
10 —19

20 =10 =>a =5
2b = —8= b = —4;logo,a + b =5+ (—4) = 1.

16



